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Abstrakt

Programy tfidy DGE (Dynamic Geometry Environment) se objevily jiz za¢atkem 80. let
minulého stoleti, avSak ve vyuce se zacaly pouZivat az s po¢atkem nového milénia. V soucasné
dobé jsou ve vyuce matematiky znacné rozSifené. Programy tfidy DGE umoznuji
zprostredkovat studentdm abstraktni svét euklidovské geometrie diky jejich vlastnostem jako
je presnost konstrukce, ndzornost a moznost konstrukci dynamicky ménit.

Je obecné pfijimdno, Ze vhodna implementace softwaru DGE do vyuky zlepsuje jeji kvalitu.
S tim souvisi otdzka, jaky je pfinos tohoto softwaru, pokud bude student s jeho pomoci hledat
feSeni matematického problému. Tato otdzka predstavuje obecny vyzkumny problém této
prace. Objektem vyzkumu byli studenti ucitelstvi matematiky na pedagogické fakulté.

Ve vyzkumu byly zjistény tyto skutec¢nosti: 1) Software vyznamné ulehcuje objev relevantnich
hypotéz, a to i téch, u kterych ze zaddni neni zfejmé, Ze s feSenim problému souviseji.
2) Software vyznamné napomaha ktvorbé logického zdlvodnéni. (Pfesto, znacnad cast
studentl ve vyzkumu nebyla schopna diikaz dokoncit ani s maximalni moznou napovédou,
kterou jim software mohl poskytnout.) 3) Nalezeni relevantnich hypotéz s pomoci nastroja
softwaru ve vétsiné pripad( zdvisi na schopnosti studentl aplikovat formalni matematické
znalosti a na schopnosti logicky uvaZovat. Fakta, kterd Ize objevit s pomoci nastroja softwaru
nahodné, bez konkrétniho zaméru studenta, museji pravdépodobné splfiovat znacné
omezujici kritéria.

Vyzkum se také zabyval otdzkou, proc néktefi studenti nejsou schopni dokoncit dikaz ani
s pomoci softwaru.

Prace obsahuje sedm kapitol a pfilohu. V prvnich tfech kapitolach je vyzkumné téma prace
popsano na obecné Urovni, ve Ctvrté kapitole jsou formulovany vyzkumné otazky. V nasledujici
kapitole je prezentovan model, jehoZ cilem je kategorizovat akce reSitele problému v DGE
s ohledem na zamér, jaky sleduje. V Sesté kapitole je uvedena metodologie vyzkumu, ziskana
data a jejich interpretace. Vysledky jsou shrnuté v zavéreéné kapitole.

Priloha obsahuje dva narocnéjsi geometrické problémy, kterymi se autor zabyval v prabéhu
svého studia, a pfi jejichz feSeni sehral software DGE zasadni roli.

Klicova slova: dynamicka geometrie, GeoGebra, deduktivni dikaz, problémy studentd,
experimentalni pfistup k feseni, Toulmintv model



Abstract

Dynamic Geometry Environment (DGE) programs appeared in the early 1980s, but they did
not begin to be used in education until the beginning of the new millennium. Today, they are
widely used in teaching of mathematics. DGE class programs allow to mediate the abstract
world of Euclidean geometry to students due to their features such as precision of
construction, illustrativeness and the possibility to change the construction dynamically.

It is generally accepted that appropriate implementation of DGE software in teaching
improves its quality. A related question is what is the benefit of this software if a student
uses it in the process of finding a solution to a solution to a mathematical problem. This
guestion represents the general research problem of this thesis. The objects of the research
were prospective teachers of mathematics at the Faculty of Education.

The following findings were found in the research: 1) The software significantly facilitates
the discovery of relevant hypotheses, even those for which their relationship to the solution
of a problem is not evident from the assignment of the problem. 2) The software
significantly helps in the development of logical justification. (Yet, a significant number of
students in the research were unable to complete the proof even with the maximum help
the software could provide.) 3) Finding relevant hypotheses using the software tools
depends in most cases on students' ability to apply formal mathematical knowledge and to
think logically. Facts that can be discovered with software tools by chance, without specific
student intent, are likely strongly limited.

Research has also dealt with the question of why some students are unable to complete a
proof even with the help of software.

The thesis contains seven chapters and an appendix. In the first three chapters, the research
topic of the thesis is generally described. In chapter four, the research questions are
formulated. In the following chapter, a model is presented to categorize the actions of the
problem solver in the DGE with respect to the goal he/she pursues. Chapter six presents the
research methodology, the data obtained and their interpretation. The results are
summarized in the final chapter.

The appendix contains two challenging geometric problems author has worked on during his
studies and in whose solutions the DGE software played a crucial role.

Key words: dynamic geometry, GeoGebra, deductive proof, difficulties of students,
experimental approach to a solution, Toulmin model
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Uvod

V soucasné dobé se vyuka matematiky po celém svété, hlavné v Evropé a Americe, silné
inspiruje pristupem, ktery se oznacuje jako konstruktivisticky. Pro néj je typické, Ze
»ZdUraznuje potiebu vyuziti metod, zalozenych na aktivizaci a spolupraci zaka, tj. metod,
které stimuluji Zaka, aby své znalosti ziskaval aktivni ¢innosti a komunikaci, nikoli aby je
pasivné pfijimal“ (KVD, 2021). Typickym predstavitelem tohoto sméru je v Cesku tzv.
»,Hejného metoda” (Hejny, Kufina, 2009).

Pod vlivem konstruktivistického pfistupu se klade diraz na to, aby studenti aktivné resili
rGzné problémy, ne aby pouze reprodukovali naucené postupy, predvedené ucitelem. To
zdlraznoval i vynikajici matematik madarského plvodu George Polya. Ve své knize ,Jak to
resit?“, zabyvajici se heuristikou v matematice, napsal (Polya, 2016, str. XV):

Matematika, jak vidite, neni divdcky sport. Rozumét matematice znamend byt schopen
pracovat v matematice. A co to znamend pracovat v matematice? Na prvnim misté to
znamend byt schopen fesit matematické problémy.

Aby student chapal, co matematika je, a aby byl schopen se v jejim rdmci orientovat, je
nutné, aby ziskal zkuSenosti s feSenim matematickych problému. Tim nemyslime pouze
nalezeni spravné odpovédi, ale predevsim jeji logické zdivodnéni v ramci matematické
teorie. Jinymi slovy, student by mél védét, jak vypada a jak se vytvari matematicky dikaz.

Je sporné, zda pojem matematického dlikazu patti na zakladni skolu, do osnov stfednich
Skol vSak urcité patti a kazdy stfedoskolak by mél byt schopen pochopit nékteré jednodussi
dlikazy. Naroky na budouci ucitele matematiky jsou v tomto sméru vétsi — ti by méli byt
schopni dikazy nejen chdpat, ale i aktivné nalézat. To je vSak nesrovnatelné narocnéjsi
ukol, kvytvoreni dlkazu nestaci jen teoretické znalosti, ty jsou pouze nutnym
predpokladem. Jsou nutné dalsi faktory, z nichZ vétsSina Uzce souvisi s kognitivnimi rysy
studenta. Prikladem m{zZe byt schopnost logicky uvaZovat, talent, zkuSenosti. Proto se
prace studenta ¢asto neobejde bez intervence ucitele, ktery ho ,postréi“ spravnym
smérem. V Uvodu své knihy (Polya, 2016, str. 3) pise:

Zdék by mél ziskat tolik zkuSenosti se samostatnou praci, nakolik je to mozné. Kdy? je
ponechdn sam se svou ulohou, bez jakékoliv pomoci nebo s nedostatec¢nou pomoci, muze
se stdt, Ze nedosdhne Zddného pokroku. Pokud mu ale ucitel pomadhd prilis, na Zdka uZ nic
nezbude. Ucitel by mél pomdhat, ale ne prilis mnoho ani prilis mdlo, aby Zdkovi zistal
rozumny podil na prdci.

Teze, Ze je nutné podat zakovi pomocnou ruku a soucasné mu pritom nechat ,,rozumny
podil na praci“, stala u zrodu sméru, nazyvaného ,Instructional scaffolding”. To je
konstruktivisticky smér, vytvoreny v 80. letech pedagogem a psychologem Jerome
Brunerem (Beed et al., 1991). Podle tohoto ucéeni by mél ucitel zadkovi poskytnout jakési
pomocné ,leSeni”, diky kterému zZak prekonava prvni kognitivni prekazky. Poté muze uditel
leSeni postupné rozebirat, az se nakonec (v idedlnim pripadé) zak dostane do stavu, kdy si
umi poradit bez né;.



V dnesni dobé vsak pomoc nemusi poskytovat jenom ucitel. Moderni technologie umoziuji
stdle chytfejsi aplikace a ty studentim nabizeji pfilezitosti, které by jesté pred padesati lety
byly nepfedstavitelné.

Pocatkem 80. let zacala moderni technika pronikat k Siroké verejnosti a také do vyuky.
Prvnim stupném byly kalkuldtory. Ty podstatné ulehcily studentim vypocty. Vznikla ale
obava, Ze jejich zarazeni do vyuky bude mit negativni vliv na vypocetni dovednosti
studentl. To se vSak nepotvrdilo. Kdyz se vzalo v Uvahu, Ze vyznamné Setfi Cas, byly
kalkulatory doporuceny jako vhodna pomducka do vyuky (Kvéton, 1983).

V 80. letech se také objevily prvni stolni pocitace a ty v 90. letech zacaly pronikat i do vyuky
(Robovd, 2012). Nejdfive se — kvuli nepfipravenym didaktickym materidlim a Spatné grafice
— poutzivaly k vyuce zaklad(i programovani a teprve pozdéji se z nich stal ndstroj, ktery Zaci
pouzivali pfi rdznych ¢innostech - k procvicovani latky, jako zdroj informaci, ke grafickému
zprostiredkovani uciva apod.

Programy tfidy Dynamic Geometry Environment (DGE?, prostfedi dynamické geometrie) se
zacCaly vyvijet jiz v 80. letech (Kortenkamp, 2000). Diky pfesnému grafickému zobrazeni,
interaktivité a dalSim funkcim je dnes vSeobecné uzndvano, Ze tyto programy maji velky
potencial nejen zpfistupnit studentlm svét euklidovské geometrie (v€etné prostorové), ale
mohou jim vyrazné pomoci pfi reseni problému (,problem solving®, napf. Prusak et al.,,
2012).

Ohniskem této dizertace je vyzkumny problém, ktery Ize na obecné Urovni popsat
otdzkou:

»Jak vyrazné programy DGE usnadriuji studentium dosazZitelnost logického zdlvodnéni
rfeseni matematického problému ve srovndni s pripadem, kdy studenti software
nepouZivaji?*

K formulaci uvedeme nejdfive dvé poznamky: 1) Termin ,logické zdlvodnéni reseni” by
mohl byt zjednodugené chapan jako ,diikaz“. To by viak nebylo GpIné ptesné. Ulohy, které
byly predlozené studentim, nemély podobu ,dokazte, Ze...“, ale ,uriete co je feSenim
(napf. mnoZina bodu) a toto reseni zdlvodnéte”. Studenti tedy nevédéli predem, co je
feSenim, ale pokud méli k dispozici software DGE, rychle to zjistili. Teprve pak se problém
z podoby ,najdéte reseni...“ zménil na ,dokazte, Ze...“ 2) Samotny termin ,dikaz“ je pojem,
ktery v sobé zahrnuje urcité ndroky na rigoréznost a formalnost. Vzhledem k tomu, Ze
objektem vyzkumu v této prdci nebyli matematikové, ale studenti, kteti se dikazim uci,
nebyly naroky na formalni spravnost dikazu tak vysoké. Slovni nebo psané vyjadreni,
z néhoz bylo jasné, Zze student odhalil klicovou myslenku a byl schopen spravné usporadat
fakta do logického retézce, pro ucely prace stacilo.

! Jsou dvé Siroce pouzivana oznaleni — DGE a DGS (Dynamic Geometry Software). To prvni je obecnéjsi,
nebot zahrnuje i aplikace na mobilu apod., zatimco to druhé oznaduje klasické pocitacové programy v uzsim
smyslu (jeZ jsou primarnim objektem této prace). Ale vzhledem k tomu, Ze programy tohoto typu maji stale
vice funkci a s tim i riznd oznaceni (napriklad DGS se schopnosti provadét algebraické operace, se nékdy
nazyva DME — Dynamic Mathematical Environment), budeme v této praci pouzivat obecné;jsi pojem DGE.



Je zfejmé, Ze vySe uvedeny vyzkumny problém ma mnoho parametrud a je prilis obecny.
Zminme tfi dUleZité faktory, které je tfeba specifikovat:

1) Na jakych studentech, sjakymi zkuSenostmi a za jakych podminek budeme
vyzkumnou otazku zkoumat?

2) Jaké problémy jsou vhodné pro zodpovézeni otazky?

3) Jakou zvolit metodologii? Z vySe uvedené otdzky je ziejmé, Ze je nutné srovnat
dosazené vysledky studentl pfi tfeSeni s klasickymi prostfedky (papir tuzka)
s vysledky, kdy budou vyuZivat software DGE.

Tyto otdzky zodpovime poté, az v dalSich kapitoldch rozvineme teoretické pozadi
dosavadnich poznatk(. Zde zdUraznéme, Ze uvedeny vyzkumny problém se z rliznych Uhld
zkouma od zacatku tohoto stoleti. Vétsina studii, kterd se na néj pokousi odpovédét, se
vsak odliSuje od pfistupu v této praci ve dvou ohledech:

e Vétsina ostatnich praci se zaméfuje na stfedoskolaky, pfipadné na zaky zakladnich
Skol. V této prdci jsou objektem vysokoskolaci. Ti reSili problémy, které jsou

e Naprosta vétSina studii se soustfedi na otazku, zda a jak software DGE zlepSuje
vyuku matematiky. Vétsina z nich potvrzuje, Ze Zaci, do jejichZ vyuky je vhodné
zakomponovan software, skute¢né dosahuji lepSich vysledk(, neZz Zaci, ktefi
software ve vyuce pouzivat nemohou. Nase studie se vSak nesousttedi na efektivitu
vyuky, ale na miru pomoci, jakou muze software pfri hledani, logického zdGvodnéni“
problému poskytnout ve srovnani s pripadem, kdy je subjekt odkdzan sdm na sebe.
Studii, které by se zabyvaly touto otdzkou, je mnohem méné a jejich vysledky nejsou
jednoznacné (Mariotti M., 2006).

Nazor, Ze miru pomoci softwaru DGE pfi hledani dikazu matematického tvrzeni neni
snadné jednoznacné urcit, se objevil jiz pfi prvnich vyzkumech, které se souvislosti DGE a
dosazitelnosti dikazu u studentl zabyvaly. To ilustruje i nasledujici, pfes 20 let stary vyrok
(Hoyles a Healy, 1999):

Exploration of geometrical concepts using DGS helps the students to define and identify
properties, but not necessarily leads to the construction of a proof.

Stejnou nejistotu vyjadiuje ve svém ¢lanku Robova (Robova, 2013). Na zédkladé zkuSenosti
z praxe vyuky budoucich ucitelll na MFF UK poznamenava, Ze formulovat spravné a
relevantni domnénky jsou schopni pouze lepsi studenti a samotny dlikaz problému se
obvykle neobejde bez pomoci vyucujiciho. Podobné na konferenci UPVM (UPVM, 2015)
zaznélo, Ze software DGE pomaha zakam zakladnich skol s objevem domnének, ale pouziti
softwaru nevede nutné k jejich dikazu.

Jednim zcill prace bude verifikace téchto poznatkli na zakladé kvantitativniho
vyhodnoceni (relativné malého) vzorku studentl. Budeme zkoumat dvé tésné souvisejici
otdazky, které se Uzce vztahuji k vyse uvedenému vyzkumnému problému:

l.a.  Napomdhd pouziti softwaru DGE k objevu relevantnich faktd, vztahujicich se k reseni
problému, ve srovndni s prostredim ,papir — tuZzka“?
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I.b.  Napomdadhd pouZiti softwaru DGE k nalézani deduktivniho zdivodnéni reseni ve
srovndni s prostredim ,papir — tuzka“?

Dalsi otazka se tykd konkrétnich pficin, pro¢ student problém nevyfesi navzdory pomoci
softwaru:

Il Jaké jsou priciny selhdni student( pri hledani dikazu pomoci softwaru, proc jeho
pomoc neni v nékterych pfipadech dostatecnd?

Nakonec budeme zkoumat problém, ktery Ize na obecné uUrovni popsat nasledovné:

Il Jakym zplsobem studenti objevuji relevantni hypotézy v prostredi softwaru
dynamické geometrie? Staci, pokud student pouZivd ndstroje programu mechanicky
(tj. bez néjakého pldnu), nebo se na hleddni hypotéz vyznamné podili jeho znalosti a
logické uvaZovdni?

K zodpovézeni této otdzky stanovime nejdfive rGzné kategorie, které budou vystihovat
zpUsoby, kterymi fesitel mlze nalézat hypotézy v prostiedi softwaru dynamické geometrie.
Otdzku zodpovime na zdkladé cetnosti vyskytu jednotlivych kategorii pti testech. Odpovéd
bude mit predevsim epistemologickou hodnotu — ukaZe, zda se na objevu hypotéz
vyznamné podili feSitelovy znalosti a logika, nebo zda je pomoc softwaru tak velka, Ze lze
tyto hypotézy objevit pouze diky rutinnimu pouziti softwarovych nastroja.

Témto tfem otdazkdam odpovidaji tfi cile prace:

e Urcit, zda je pouZiti softwaru pti hledani reseni a dikazu matematického problému
vyznamneé efektivnéjsi ve srovnani s prostiedim papir-tuzka.

e Urcit, zda je pomoc softwaru pro vétSinu studentl, ucastnicich se vyzkumu,
dostatecnad, pripadné jaké prekazky brani studentim v dosazeni feseni.

e Zjistit, zda student musi k objevu hypotéz v prostfedi softwaru aplikovat svoje
predchozi znalosti a logiku, nebo zda lze nastroje softwaru efektivné pouZit
zpusobem, ktery je veden mechanickou ¢innosti a ndhodné (tj. bez jasného planu
studenta).

Vyzkumny problém zapojeni DGE softwaru do procesu tvorby zdUvodnéni je dulezity
z nékolika hledisek. Tim prvnim (jiz zminénym) je, Ze budouci ucitelé by méli védét, co
obnasi, délat matematiku®, totiZ Ze na prvnim misté jde o feSeni matematickych probléma.
Druhé hledisko uzce souvisi s prvnim. Aby se Zaci naucili formulovat logické zdlvodnéni
v matematice, je potreba jim pro to pfipravit vhodné podminky a vhodné problémy. Pokud
pfijmeme rozsifenou tezi, Ze kognitivni vyvoj poznani jedince kopiruje do urcité miry
historicky vyvoj poznani celého lidstva, tak prvni oblasti, v niz byly polozeny zaklady
moderni matematiky, je euklidovska geometrie. Proto by na geometrii mél byt ve vyuce
matematiky kladen patfi¢ny dlraz.

Nakonec tfetim hlediskem, diky kterému je vyzkumny problém aktudlni, je stale vétsi
rozsifenost pocitacl a s tim souvisejici vyuziti DGE softwaru pfi vyuce. Pocitacovy software
ma velky potencial pfi vyuce geometrie predevsim diky snadnému ovladani, dostupnosti a
predevsim diky precizni vizualizaci geometrickych vztah(. Vyzkumy ukazuji, Ze pouziti
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informacnich technologii ve tfidé usnadnuje rlizné aktivity zak(, zvysuje jejich produktivitu
a kvalitu vyuky (napf. Chrysanthou, 2008). Proto je dlleZité, aby budouci ucitelé byl
s témito technologiemi d(ivérné obeznameni a byli schopni je zahrnout do vyuky.
Zduraznéme, Ze postoje uclitele k matematice a k vyuZivani technologii pfi jeji vyuce se
Casto prenaseji na Zzaka samotného (Daguplo, 2017). Proto je Zadouci, aby si k technologiim
vytvofili budouci ucitelé matematiky pozitivni vztah.

Tato prace sestava ze sedmi kapitol a pfilohy. Kazda kapitola je ¢lenéna do nékolika sekci.

Prvni Ctyfi kapitoly uvadéji zakladni teoreticky ramec. V prvni kapitole (Dukaz
v matematice) je vymezen pojem dlikaz, jeho vyznam v matematice jakozto védé a jeho
vyznam ve vyuce. Druha kapitola (Reseni problémi a dikaz z hlediska pedagogiky a
psychologie) obsahuje charakteristiku zakladnich kognitivnich dovednosti studentd, které
jsou nutné pro praci v matematice a psychologicky popis procesu feSeni matematického
problému sdlrazem na tzv. heuristické strategie. V kapitole Reseni geometrickych
problémi s podporou DGE je uvedena zdkladni charakteristika DGE softwaru, jeho typické
nastroje a prehled literatury, zabyvajici se rlznymi aspekty zapojeni softwaru do vyuky. Ty
zahrnuiji jak prakticky vyzkum (v némz se srovndva klasicka vyuka s vyukou podporovanou
softwarem), tak vyzkum Ccisté teoreticky. V posledni ¢tvrté kapitole tohoto okruhu, s
nazvem Formulace vyzkumnych otdzek a jejich teoreticky ramec, formulujeme vyzkumné
otazky.

Dalsi tematicky okruh, zabyvajici se vlastnim vyzkumem, je tvofen patou a Sestou kapitolou.
Pata kapitola s ndazvem Kategorizace zpusobu objevu hypotéz v prostiedi dynamické
geometrie uvadi autorlv navrh modelu, klasifikujiciho akce subjektu pfi feseni problému
v prostiedi, které umoziiuje experimentalni pfistup (tzn. ndstroje softwaru dynamické
geometrie). Sestd kapitola s ndzvem Vyzkum popisuje metodologii vyzkumu, interpretuje
ziskana data.

Posledni kapitola ziskané vysledky struéné shrnuje a nacrtava dalSi mozny smér vyzkumu.

Prace obsahuje také Pfilohu, v niz je ukazano, jak konkrétné software napomahal autorovi
této prace pfri reSeni nékterych narocnéjsich problém( z geometrie.
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1 Duakaz v matematice

Na dlkaz v matematice Ize pohlizet z mnoha uhl{. V ramci této prace jsou dllezitd tfi
hlediska. Tim prvnim je ucel a vyznam dlkazu v matematice a ve vyuce matematiky. Toto
hledisko spada pod filosofii védy a kromé matematikd a filosofl se jim zabyvaji védci
z oblasti vzdélavani. Druhym hlediskem je popis procesu vytvareni dikazu. Zde jde z vétsi
Casti o psychologické hledisko. Pochopitelné se timto pfistupem nezabyvaji jenom
psychologové, ale i mnozi elitni matematici, naptr. Hadamard (1945) ¢i Poincare (1905).
Treti hledisko, pro tuto praci zadsadni, je dlkaz dosazeny s pomoci pocitate (obecnéji
s pomoci néjakého nastroje). To zahrnuje jak filosofické uvahy (zda se dikazem dosazenym
takovym zplsobem neméni podstata samotného pojmu ,dikaz”), tak psychologicko-
vzdélavaci hledisko (jakym zplsobem pocita¢ pouZivat, aby pomahal k logickému
zdUvodnéni a lepSimu zpfistupnéni abstraktniho svéta matematiky). V této kapitole
rozebereme pouze prvni z vySe uvedenych hledisek — vyznam dikazu v matematice a ve
vyuce. Zbylym dvéma hlediskiim se budeme vénovat v nasledujicich dvou kapitolach.

Vyznam dikazu v matematice a ve vyuce matematiky
Zacneme definici dikazu podle Oxford Dictionary of Mathematics (Clapham, 2009):

A chain of reasoning, starting from axioms, usually also with assumptions on which the
conclusion then depends, that leads to a conclusion and which satisfies the logical rules of
inference.

Matematicky dlkaz tedy vychazi z axiom( a pfijatych teorémi (které rovnéz vychazeji
z axioml) a za pomoci vSeobecné pfijimanych pravidel usuzovani vyvozuje platnost
dokazovaného tvrzeni. Pro Uplnost dodejme, Ze axiomy jsou lidskou konvenci a jejich
platnost se pFijima jako danda. Rekové ve starovéku pfi tvorbé své ,euklidovské geometrie”
méli svdj ukol tézsi, nez se na prvni pohled zd4, nebot museli axiomy, na nichZ je tato
geometrie zaloZena, vhodné vybrat a uvédomit si jejich logickou nezavislost (Mariotti M.,
2006). Tento vyvoj byl zavrsen Euklidem ve 3. stoleti pf. n. I. Ani v dnesni dobé neni
axiomaticky systém matematiky uzavreny, napfiklad ve 20. stoleti se objevila tzv.
nestandardni analyza, jejiz axiomaticky systém je odliSny od systému, na jehoz zakladé stoji
tradi¢ni infinitesimdlni pocet. Ukazalo se také, Zze teSeni ,problému kontinua“ nelze
v tradiénim axiomatickém ramci ani dokazat, ani vyvratit a jeho (ne)platnost zavisi na
axiomatické volbé (Stewart, 2006).

Pojem ,matematicky dikaz” primarné souvisi s matematikou jako védou. Tento pojem je
zcela zasadni pro pochopeni toho, co matematika opravdu je a jak se v ni orientovat.
Matematika se totiz od ostatnich véd lisi v jednom ohledu: Zabyva se abstraktnimi objekty,
které vreadlném svété bezprostifedné neexistuji, i kdyz svlj plvod maji vétSinou ve
skute¢ném svété. Muzeme vidét ,dvé jablka”, ale nemuzeme vidét Cislo ,dvé”. Mizeme
vidét ,rovny klacek”, ale nikdy neuvidime skuteénou pfimku. Soucasna psychologie
povaZzuje matematiku jako soubor mentalnich model( reality, nikoli za realitu samotnou
(Stewart et al.,, 1977). V dlsledku zvlastniho ontologického statusu matematiky je
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nemozné, aby konkrétni experiment potvrdil matematicky teorém.? K tomu, abychom se
v matematice orientovali, je nutné spolehnout se na obecné platna pravidla uvazovani a na
definici souboru axiom(, ze kterych se vychdazi. Pravé uvazovani, diky kterému se
orientujeme v matematickém svété, Uzce souvisi s pojmem dlkaz, ktery mizeme chépat
jako nezvratné logické zdlivodnéni daného tvrzeni.

Pro matematiku jako védu ma dlikaz dvé hlavni funkce (Hanna G. 2011, De Villieres 2004):

1) Je kritériem pravdivosti tvrzeni (jeho verifikaci).

Vsechny védy sice maji vlastni kontext (systém poznatku), na zakladé kterého Ize do
znaéné miry verifikovat nové teorie. Tyto nové teorie jsou vSak alespon z Casti
zaloZené na neuplné indukci. Uvedme pfiklad. Premisa: kazdé rano vyslo Slunce na
vychodé. Zavér: zitra vyjde Slunce také na vychodé. V budoucnu se tak mlze ukazat,
Ze v nékterych pfipadech tyto teorie budou davat Spatné predpovédi a bude je
potfeba nahradit. (Uvedme priklad z fyziky: Newtonlv gravita¢ni zdkon byl
nahrazen obecnou teorii relativity). V. matematice toto neplati: Dikaz Pythagorovy
véty platil v antickém Recku stejng&, jako plati dnes a jak bude platit za dal3ich tisic
let. Zda se, Ze matematika je jedind véda, poskytujici epistemologickou jistotu.

2) Dukaz slouZi k orientaci v matematické krajiné, diky tomu, Ze poskytuje porozuméni,

proc je dané tvrzeni pravdivé, a tak vede Casto k objevu nové matematiky a novym
souvislostem.
Porozuméni ma hodnotu samo o sobé. Subjekt je schopen diky nému Iépe aplikovat
matematickou teorii na konkrétni problémy, je schopen si teorémy lépe
zapamatovat atd. Porozumeéni, pro¢ je matematicky teorém pravdivy, ma vsak jesté
jeden velky vyznam: Dukaz teorému md casto za nasledek objeveni nové,
v nékterych pripadech revolu¢ni matematiky. Zminme jeden slavny priklad. Velka
Fermatova véta (ve skutecnosti se dfive jednalo o domnénku) byla nastolena
vynikajicim ,,amatérskym” matematikem a soudcem Pierrem de Fermatem v 17.
stoleti. Vice nez 300 let odoldval problém viem pokusiim o feSeni, az v roce 1994
dosahl Brit Andrew Wiles dlikazu v ramci moderni matematiky (Singh, 2002). Ackoli
Wilesovou hlavni motivaci bylo feSeni Fermatovy véty, vedlejsi produkt tohoto
dlikazu — dikaz takzvané Tanija-Simurovy domnénky — mél pro matematiku jako
védu mnohem vétsi vyznam. Matematici nefesi problémy pouze kvili vysledkdm
nebo diikazim samotnym, ale techniky pouzité pri dikazu problému casto vedou
k tvorbé nové matematiky, novym souvislostem a novym pohledim.

Ve vyuce matematiky jsou funkce a vyznam dlkazu z vétsi ¢asti jiné nez v matematické
védé. Oslabuji se jeho funkce, jakymi jsou verifikace tvrzeni a cesta k objevovani nové
matematiky. Jak je uvedeno v publikaci (De Villieres, 2004), pro Zaky a studenty maji vétsi

2 Ohledné ontologického statusu matematiky se dodnes vedou spory. Jeden krajni nazor je, Ze matematika
je pouze vyhodny lidsky konstrukt (tzn. popisuje realitu ekonomicky a jednoduse, ale sama realitou neni).
Druhy krajni nazor v duchu platonismu tvrdi, Ze matematika je realnd, na lidech nezavisla, a ti ji pouze
objevuji.
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vyznam jiné funkce dlikazu, neZ pouhé ziskani epistemologické jistoty. Uvedme jejich
struény prehled (Hanna G. 2012 a De Villieres 2004):

e Systematizace: Pochopeni logickych vztah(i mezi matematickymi objekty, zasazeni
vysledku do SirSiho kontextu. Pochopeni struktury axiomatického systému, ze
kterého byl dikaz odvozen.

¢ Komunikace: Je nutné dikaz formulovat takovym zplsobem, aby ho ostatni mohli
nasledovat a pochopit. U studentl je tak moiné rozvijet a pozorovat jejich
vyjadfovaci schopnosti a zpUsob jejich mysleni. Zplsob a forma sdélovani
matematickych poznatkd v rliznych dobach ma pak velky vyznam pro historii
matematiky, nebot odrazi matematické paradigma dané doby.

e Potéseni: DUkaz mlzZe vyvolat stejné hluboké emoce, jako uméni. Ne kazdy duikaz
je povazovdn za krasny, obecné jsou vySe cenény dukazy, jejichz myslenka je
prekvapiva, elegantni, objasfiujici jddro problému a relativné struéna.

e Vysvétleni: Ackoli diilkaz matematické véty vidy implikuje jeji pravdivost, ne vzdy je
z dlkazu jasné, proc€ je véta pravdiva. V matematice i v jeji vyuce je lepsi, pokud
dlikaz toto vysvétleni pravdivosti poskytuje, mimo jiné i proto, Ze pak se |épe
posuzuje dlleZitost a vyznam dokazané véty.

e Intelektudlni vyzva a rozvoj vlastnich schopnosti: Matematické schopnosti maji
samoziejmé Siroké uplatnéni, stejné jako se fyzicka zdatnost neomezuje pouze na
prostor télocvi¢ny. U jistého zlomku studentli se muiZe stat fesSeni problémi a
hadanek zdrojem seberealizace a zplisobem prekonavani sebe sama.

Vyznam dlikazu v matematice a ve vyuce matematiky shrnuje Robova v ¢lanku (Robova,
2013):

Z hlediska matematiky jako védy spociva hlavni role dikazu predevsim v prokdzani, resp.
ovéreni, pravdivosti daného tvrzeni. Soucasné dukazy vyznamnou mérou prispivaji k rozvoji
matematické teorie i k systematizaci jejich poznatkd. K hlavnim funkcim dikazu zarazenych
do vyuky matematiky patri rozvijeni deduktivnich myslenkovych postupi studentd, rozvijeni
jejich kritického mysleni a v pfipadé vhodné volenych situaci i podpora motivace studentd.
Pochopeni dikazu ze strany studenta vede k jeho hlubsimu porozuméni danym
matematickym jevim i vzdjemnym souvislostem vcetné logickych vazeb. Tyto funkce Cini
z dikazu daleZitou soucdst vyuky matematiky, pficemzZ s rostoucim stupném vzdéldvani by
mél byt kladen na procesy zdivodriovani i dokazovadni vétsi duraz.

Zduraznéme posledni vétu: Ackoli na zakladnich Skolach se dikaz naudi jenom néktefi
nadanéjsi Zaci, pro stfedoskoldky by mél byt standardnim prostfedkem zd(vodnovani.
Budouci ucitelé matematiky by navic méli umét alespon nékteré dlikazy sami vytvaret, ne
je pouze reprodukovat.

Dukaz a logické zdlivodnéni je zasadni pro orientaci v matematice, pro pochopeni toho, jak
se v matematice pracuje a co matematika je. Proto je nutné, aby s nim byli stfedoskolaci a
nadanéjsi studenti zakladnich $kol seznameni. Citujme z RVP pro gymnazia (RVP, 2021).
V sekci ,,Kompetence k reseni problém(“ se uvadi:
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e vytvari hypotézy, navrhuje postupné kroky, zvaZzuje vyuZiti rlznych postupl pfi
feSeni problému nebo ovérovani hypotézy;

e uplatiuje pfi reSeni problém( vhodné metody a dfive ziskané védomosti a
dovednosti, kromé analytického a kritického mysleni vyuziva i mysleni tvofivé s
pouzitim predstavivosti a intuice;

e kriticky interpretuje ziskané poznatky a zjisténi a ovéruje je, pro své tvrzeni nachazi
argumenty a dlkazy, formuluje a obhajuje podloZené zavéry;

e je otevieny k vyuZiti rGznych postupl pfifeSeni problém, nahlizi problém z rliznych
stran

Vsechny tyto kompetence se vyuZivaji (zejména) pti reSeni matematického problému.

V sekci ,,Matematika a jeji aplikace — argumentace a ovérovani“, je mezi o¢ekdvanymi
vystupy:

e rozlisi spravny a nespravny Usudek;

e vytvari hypotézy, zdlvodnuje jejich pravdivost a nepravdivost, vyvraci nespravna
tvrzeni;

e zdlvodnuje svlj postup a ovéruje spravnost reseni problému

Postoj zaka k matematickému zdUvodnéni je vsak znacné ovlivnén postojem ucitele
(Daguplo, 2017). Cim bude utitel vtomto sméru kompetentngjsi, tim je vétsi dance, Ze
student |épe pochopi podstatu matematické prace.

Na zavér této kapitoly jesté poznamenejme, Ze matematicky dikaz ma dva krajni poly —
formalni a neformalni. Hlavni rozdil mezi nimi spociva v tom, Ze formalni diikaz ma podobu
»Spravné usporadanych” symboll bez konkrétniho vyznamu, zatimco neformalni dikaz ke
konkrétnimu vyznamu odkazuje.

Formalni dikaz mizeme chapat jako hru se symboly, které nic nezastupuji, a ze kterych
mUlzZeme usporadavat retézce (dokazované véty) podle danych syntaktickych pravidel
(Goldstein, 2005, s. 112). Jediné kritérium sprdvnosti dlikazu je, zda jsou tyto fetézce
usporadany dovolenym zplisobem podle pravidel, ktera stanovuiji, jak je mozné symboly
skladat. Na vyznam symboll se nehledi. Formalni dlikaz ve smyslu ptistupu Davida Hilberta
(van Heijenoort, 2002) je sekvence jasné formulovanych tvrzeni, kterou uzavira dokazovana
véta. Kazdé tvrzeni vtéto sekvenci je bud axiom, nebo logicky disledek predchozich
tvrzeni. Postupy deduktivniho vyvozovani v dikazu by mély byt natolik jasné, Ze ovéreni
jejich spravnosti by mélo byt proveditelné (v principu) mechanicky, naptiklad pomoci
pocitacového programu nebo jiného algoritmu. Dawson (2006) poznamenava, Ze Cisté
formalni dlkazy se vyskytuji zejména v matematické logice a v informatice.

Naproti tomu v neformalnim dikazu jsou pouZivany konkrétni modely, pouzivaji se
prostiedky, kterym je pfipisovan intuitivni vyznam a k vyjadfeni myslenek se pouziva bézny
jazyk. Nékteré argumenty pouzité v tomto typu dlikazu nemusi byt dokazané ,nade vsi
pochybnost”, nékteré mohou mit dokonce pouze pravdépodobnostni charakter. Tyto
argumenty mohou byt uZite¢né zejména pfi tvorbé validniho dlkazu, v kone¢né podobé
dlikazu je ale pouzit nelze.
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Cisté formalni dikaz nalezi do hfisté profesionald a je nevhodné takovy diilkaz pozadovat
po studentech nebo po budoucich ucitelich matematiky. Zaroven je nepfijatelné
akceptovat jako dukaz néco, co obsahuje argumenty, které jsou pouze pravdépodobné,
napriklad otestované empiricky na nékolika pfikladech. Je vhodné zvolit jakousi stfedni
cestu mezi formalnim a neformalnim ddkazem. V této praci budeme povaZovat jako
uspokojivy takovy dlkaz, ktery obsahuje klicovou myslenku pro zdivodnéni problému,
odkazuje k matematické teorii (axiom(lm, teorémum), a ma deduktivni strukturu.
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2 ReSeni problémi a diikaz z hlediska pedagogického a
psychologického

Jak bylo feceno v predchozi kapitole, matematika ma zvlastni ontologicky status, nebot
vredlném svété skuteéné matematické objekty nenajdeme. Orientace v matematické
krajiné zavisi na dusevnich procesech, a ty jsou hlavni doménou psychologie. V této
kapitole uvedeme charakteristiky kognitivnich vlastnosti, které jsou nutné (nebo zadouci)
pfi vytvareni matematického zdlvodnéni.

V prvni sekci, nazvané Pfipravné fdze studenta, uvedeme stadia, ktera by si student mél
projit pfedtim, neZ bude schopen vytvaret deduktivni dikaz. Sekce Faktory a strategie,
které se uplatriuji pri hleddni feseni, pojednava o teoretickych znalostech, heuristickém
uvazovani a deduktivnim uvaZzovani. Posledni sekce, Charakteristika prdce v matematice a
Toulminidv model, uvadi obecny popis feSeni matematického problému a teoreticky model,
ktery bude v 5. kapitole slouzit jako vychodisko pro formulaci jedné z vyzkumnych otazek.

2.1 Pripravné faze studenta

Francouzsky psycholog Raymond Duval (Duval, 1998) se zabyval dokazovanim v geometrii.
Stanovil tfi druhy kognitivnich proces(, z nichz kazdy naplriuje specifické poznavaci funkce.
Jsou to:

e Proces vizualizace. Subjekt vytvari reprezentaci geometrické véty nebo heuristicky
prozkoumava geometrickou situaci (pojem heuristika, viz dale).

e Proces konstrukce. Subjekt je schopen s pomoci nastrojd (at uz fyzickych nebo
pocitacovych) provést konstrukci.

e Proces dokazovani. Subjekt pouzivd logickou Uvahu za Ucelem rozsiteni znalosti,
vysvétleni nebo za ucelem sestaveni dikazu.

Duval poznamenava, Ze kazdy z téchto procesti mlze fungovat oddélené, ale fakticky jsou
Uzce spjaty. Na obrdzku 1 zndzornuji Sipky, jak jeden proces mliZze podporovat druhy.
PferuSovana Sipka znamen3, Ze Spatna reprezentace problému mizZe mit negativni vliv na
proces dokazovani. Znamy je v této souvislosti pfipad , dlkazu“, Ze vSechny trojuhelniky
jsou rovnoramenné, viz (Kufina, 1989, s. 144).

Podle Duvala je pro uspésné chapdni geometrie nutna souhra vSech téchto procesu.
Problémem vsak je, jak docilit, aby Zaci dokazali tyto tfi procesy propojit. Zaved| proto pro
ucitele ti zasady, které maji tomuto propojeni napomahat: 1) Kazdy z kognitivnich procesl
ma byt budovan samostatné. 2) Rozvijeni procesu vizualizace a dokazovani je nutné
vénovat ve Skole znaénou pozornost. 3) Teprve pokud jsou vSechny tfi procesy dostatecné
rozvinuty, miZe dojit k jejich spojeni a synergii (celek je vic nez soubor jeho ¢asti).
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Vizualizace

Reprezentace problému, heuristické
zkoumani, verifikace

Konstrukce
PouZiti klasickych nastroja (pravitko,
kruZitko) nebo nastroji néjakého softwaru

Dokazovani

Logicka uvaha a diukaz

Obrdzek 1 Duvaliv model geometrického uvaZovani

ManzZelé van Hieleovi vytvofili model geometrického mysleni, ktery vychazel z pozorovani
vlastnich zak{ pri vyuce geometrie. Jejich teorie definuje pét Urovni a popisuje vyvoj
geometrického mysleni od pouhého rozeznavani tvaru az ke schopnosti vytvofit formalni
dlikaz. Tyto Urovné jsou (Mason 1998):

0. Groven — vizualizace: Zaci posuzuji geometrické Gtvary podle vzhledu, nikoli podle
jejich vlastnosti.

1. Groven — analyza: Zaci vidi jednotlivé geometrické Utvary jako soubor viastnosti. Tyto
vlastnosti umi pojmenovat a urcit, ale nedokazi rozpoznat, které soubory vlastnosti
jednoznacéné urcuji dany geometricky utvar.

2. UroveRn — abstrakce: Zaci chapou vztahy mezi vlastnostmi (jestlize se Ghlopticky
¢tyfuhelniku pali, protéjsi strany jsou rovnobéZné). Zaci jsou schopni vytvaret
smysluplné definice a dokdzi je zdlvodnit neformdlnimi argumenty. Vyznam pfisné

deduktivniho uvazovani jim na této Urovni jesté neni jasny.

3. uroven — dedukce: Zaci dokdZou sestavit diikaz, chdpou roli axiomd, védi co je to
nutnd a postacujici podminka. Na této urovni by méli byt schopni nejen reprodukovat
bézny stfedoskolsky dikaz, ale méli by ho byt schopni také vytvorit.

4. Grover — axiomatizace: Zaci chapou formalni strdanku dedukce. Umi pouzivat
nepfimy dikaz a dikaz sporem.

Van Hiele uvadi vlastnosti tohoto modelu, které se vztahuji k vyuce (napt. Crowley, 1987).
Zde zminime pouze jednu vlastnost, a to postupnost. Ta vyjadfuje, Ze neni mozné jednotlivé
Urovné preskocit a Ze kazdy Zak musi projit témito Urovnémi postupné, v daném poradi.

Jako samoziejmost Ize brat fakt, Ze objekty studia této dizertace — studenti uditelstvi
matematiky — dosahli minimalné tfeti urovné Van Hieleho modelu a jsou tedy schopni
chapat matematicky dlikaz a v urc¢itém rozsahu ho i vytvaret.
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2.2 Faktory a strategie, které se uplatiiuji pi'i hledani FeSeni matematického
problému

Neni pochyb, Ze mezi schopnostmi fesit matematicky problém a inteligenci resitele je
pozitivni korelace. Pfi feSeni problému se uplatiiuje také to, co Ize oznacit jako matematicka
kreativita. Tu Ize obtiZzné méfit, nebot castecné splyva s inteligenci a je ovlivnéna znalostmi
subjektu. Guilford (1950) ji definoval jako intelektualni aktivitu, kterd generuje nové
myslenky v neobvyklych matematickych situacich. Guilforddv model uvadi, Ze ke
generovani novych myslenek jsou nutné kognitivni atributy jako ,fluency” (plynulost,
schopnost vytvaret velké mnoZstvi ndpad(, z nichZz pouze nékteré se ukazou jako uzite¢né),
Hflexibility“(schopnost vytvaret rGzné druhy napadl, patficich do raznych kategorii),
yoriginality” (schopnost vytvaret netypické a origindlni napady), ,elaboration”
(rozpracovani, schopnost predefinovat nebo pretvoftit problém zménou jeho zadani).

Ackoli kreativita a inteligence subjektu maji vliv na Uspésnost pfi feSeni problému, v této
praci se jimi zabyvat nebudeme. Hlavnim dlvodem je to, Ze kognitivni faktory lze zlepSovat
pouze v dlouhodobém horizontu a navic v omezené mife, takze ucitel je pfi vyuce mlze
chapat jako pfedem dané. V dalSim textu se zamérime na dovednosti pro feseni problémd,
které lze zlepSovat efektivnéji, nebo dovednosti, které se bezprostfedné uplatiuji pfi
tvorbé dakazli. Mame na mysli zejména tyto dovednosti: heuristické uvaZovani,
matematické znalosti a schopnost deduktivné uvazovat.

Zacneme obecnym popisem procesu feseni ulohy (ne nutné matematické) a objasnime
pojmy ,heuristickd strategie” a ,,doménové specifickd heuristika“. Poté ukdazeme priklady
konkrétnich heuristickych strategii v matematice. Uvedeme také par poznamek k
dllezitosti znalosti matematické teorie a k deduktivnimu uvaZovani. Tyto pojmy budou
vyuzity v nasledujici sekci, kde na obecné urovni charakterizujeme zpUsob prace v
matematice.

Teoreticky popis procesu feSeni problému

Zakladnim vychodiskem pro popis feSeni problému se v soucasnosti stala Newellova a
Simonova teorie problémového prostoru (Eysenck, 2008). Pfi jejim popisu se ¢asto pouziva
analogie s bludistém: Na kazdém rozcesti pfi prichodu bludistém mdame nékolik moznosti
(jit doleva, doprava nebo rovné) a kazda z téchto moznosti se vétvi do dalSich moznosti.
Stejné Ize pohlizet na feSeni problému — pfi fesSeni jsou urcité faze, kdy musime provést
volbu, ackoli ne vzdy jsme si jisti, jaké bude mit disledky. Také jsou faze, kdy postupujeme
prfimocare: Napriklad provéfujeme na konkrétnich pripadech néjakou hypotézu (analogie
pohybu chodbi¢kou bludisté, nez dojdeme na dalSi rozcesti). Dovolené moznosti pohybu
v problémovém prostoru (nebo v bludisti) oznacili Newell a Simon jako operatory.
Pouzivani operatort vede k posunuti z jednoho stavu do druhého. V jakémkoli stavu mize
existovat nékolik riznych operatord, které lze pouZzit (odboceni doleva, doprava, vratit se
apod.). Existuje tedy cely prostor stavll a cest timto prostorem, ale jenom nékteré cesty
vedou k cili. Tento problémovy prostor slouzi k popisu abstraktni struktury problému.

Na model problémového prostoru navazuji Newell a Simon predstavou, Ze lidé prochazeji
béhem fesSeni problému rdznymi stavy vlastnich znalosti o problému. Na zacatku procesu
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feSeni maji urcity pocatecni stav svych znalosti a prohledavaji prostor alternativnich
mentalnich stavd. Tak pokracuji, dokud nedosahnou cilového stavu znalosti. Krok z jednoho
stavu do dalSiho se uskutec¢riuje aplikaci mentalnich operdtor(. Tyto operdtory jsou
zalozeny na logice, znalostech subjektu a uUcelnych strategiich — tzv. heuristickych
metoddch, které subjekt pouziva. Pravé znalosti maji vliv nejen na logiku, ale i na efektivitu
heuristickych metod. Uvedme pftiklad (Eysenck, 2008 s. 482):

JestliZe je napfiklad vasim cilem ,dostat se do obchodu, neZ ho zaviou”, miZete pro jeho
dosaZeni generovat tri podcile — , najit mapu”, ,napldnovat nejkratsi trasu” a ,,najit rychlejsi
zpusob dopravy, neZ je chize”. Znalosti, které ¢lovék vnasi do problému, jsou rozhodujici;
jeho pojeti problému (tj. jak reprezentuje pocdtecni stav) a znalosti, které do néj prindsi
(operdtory a strategie, jeZ jsou mu dostupné), rozhodujicim zplsobem urcuji pozorované
chovdni pri reseni problémd.

To nejpodstatnéjsi z vySe uvedeného je:

e Na proces rfeSeni problému Ize pohlizet jako na proces vytvareni stavl znalosti o
problému, které ziskdvame aplikaci mentalnich operatora.

e Mentalnioperatory miizeme chapat jako soubor dovolenych kroku pfi feseni (jinymi
slovy, mentalni operatory slouzi k pohybu v problémovém prostoru).

o K efektivnimu pohybu v problémovém prostoru pouZivaji lidé své znalosti a
heuristické strategie. Ty vyznamné usnadnuji dosazeni cilového stavu.

Heuristické metody a doménové specificka heuristika

Analogie problémového prostoru a bludisté md jeden nedostatek — pokud prochazime
bludistém a ocitneme se na kfiZovatce, na které jsme jesté nebyli, obvykle aplikujeme
operatory viceméné nahodné (jakakoli cesta mize byt teoreticky ta prava). Pfi reseni
hadanky nebo matematického problému je ale ndhodné rozhodovani zoufale neefektivni.
llustrujme to na nejjednodussi verzi zndmého problému Hanojskych vézi. PFi feSeni této
Ulohy mame v kazdém kroku az tfi moznosti. Kdyz ale pfedem vylouéime ty, pfi jejichz
aplikaci se stav disk( po dvou krocich zopakuje, zlistanou moznosti dvé. K dosazZeni cilového
stavu je potfeba minimalné sedmi krokl. Pokud bychom kazdy krok volili ndhodné (ze dvou
moznosti), mohli bychom dospét celkem ke 27 = 128 staviim. Pouze jeden z nich by ale
predstavoval feSeni ulohy. Je zfejmé, Ze pravdépodobnost Uspésnosti strategie nahodného
vybéru operatord je nesmirné mald i pfi tak jednoduchém problému, jako je Hanojska véz
se tfemi koliky.

Proto, aby subjekt ulohu vyresil, nemél by operatory pouzivat ndhodné, ale mél by sledovat
urcité strategie. Témi jsou jiz zminéné heuristické metody nebo heuristiky.

Heuristiky jsou obecna ,pravidla od oka“, kterd sice s Uplnou jistotou nemusi vést k vyreseni
problému, ale jsou k tomu velmi ndpomocna. Jsou to pravidla, kterd jsou ve vztahu k reseni
,slibnd” a kterd obvykle usetfi spoustu Casu a usili, které bychom museli vynalozit, pokud
bychom provérovali kazdou moznost problémového prostoru jako rovnocennou. Moderni
heuristika je obor patfici do psychologie, ktery se snazi odhalit typické mentdlni procesy,

3 Problém Hanojské véie — viz napf. Wikipedii. V textu uvaZujeme verzi se tfemi koliky.
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které se pouZivaji pfi reseni probléma. V prikladu Hanojskych vézi by heuristickou strategii
mohlo byt, Ze budeme vétsi pozornost vénovat stavlim, které se vice podoboji cilovému
stavu (neboli rozdil mezi soucasnym a cilovym stavem se stane mensim), pfipadné Ze
nebudeme uvazovat stavy, kterymi uz jsme si prosli v predchozich krocich.

Zakladni heuristické postupy jsou obecné a nezavislé na konkrétnim obsahu problému —
muZeme je pouZit jak pfi FeSeni matematické ulohy, tak pfi hledani ztracenych kli¢ od auta.
Dulezitym kritériem, které je tfeba brat v ivahu pfi vyzkumu procesu feseni problémi, je
mira narocnosti, ktera je kladena na znalosti subjektu. Problém, kde se vyuZivaji pouze
aritmetické operace, je na znalosti nenaro¢ny (knowledge-poor), naopak problém, ktery
vyZaduje pokrocilé znalosti, se oznacuje jako , knowledge-rich“. Situace narocné na znalosti
je mnohem téZsi charakterizovat vzhledem k potfebnému rozsahu znalosti a rozmanitosti
zplsobU, jakymi jsou vyuZivany (Eysenck, 2008). Heuristické uvaZovani se stava
efektivnéjSim, pokud pfi ném subjekt vyuziva konkrétni specifické znalosti, vztahujici se
k problému. Dostdvame se tak k pojmu ,,doménové specifickad heuristika“.

ZkusSenosti subjektu s fesenim problémd mohou vyrazné zlepsit efektivitu heuristickych
strategii. ZkuSenosti také umoznuji strukturovat problém do mensi podcilli, jejichz
postupnym splnénim je jeho feSeni dosazeno. Pokud napftiklad subjekt vytesil Hanojskou
véz se tfemi disky a nasledné resi stejny problém se c¢tyfmi disky, mize si na zakladé
predchozi zkuSenosti definovat hlavni podcil: , Pfesunout nejvétsi (spodni) disk na
pozadovany kolik“. Vliv zkuSenosti na efektivni definovani podcill pti feSeni ulohy potvrzuje
prace (Egan, Greeno, 1974). Tyto a dalsi vyzkumy ukazuji, Ze clovék bez zkuSenosti
prozkoumava problémovy prostor nahodné a své kroky pfFiliS neplanuje. PouZiva tzv.
obecné doménové nezavislé strategie (Anzai, Simon, 1979). To jsou jiz zminéné heuristické
strategie, jako vyhybani se smy¢kam, mira podobnosti soucasného stavu se stavem cilovym
atd.

V publikaci (Anzai, Simon, 1979) je dale ukazano, ze lidé s vétsSimi zkusenostmi jsou schopni
vytvaret sofistikovanéjsi strategie, které pak vyuZivaji pri reSeni podobnych problémd.
Z doménoveé nezavislé heuristiky se stava doménové specifickd heuristika.

Doménové nezdvislou heuristiku lze efektivné pouzit u problém(, které se vyznacuji
nasledujicimi rysy:

e Nejsou naro€né na znalosti.

o Veskeré informace, potfebné kfeSeni problému, jsou pfitomné v jeho popisu.
Jinymi slovy, subjekt vybira pfi feSeni problému z konecného seznamu mentadlnich
operatoru.

e Pocatecni stav a cilovy stav problému jsou jasné specifikovany.

Vétsina problém, a to nejen téch ,,ze Zivota” (napfriklad kdyz si zabouchneme klic¢e v auté),
ale i téch matematickych, tyto rysy postradd. Matematické problémy jsou narocné na
znalosti, informace, které jsou pro jejich reSeni klicové, nejsou obsazeny v zadani (¢lovék
musi hledat v paméti, jaké poznatky pouzit, a v nékterych pfipadech je musi sdm &asteéné
vyvinout) a ne vidy jde o problémy s jasné danym cilem. Proto se pfi jejich reSeni musi
pouzit doménové specificka heuristika. Citujme (Eysenck, 2008 s. 497):
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Expert na feseni problému musi mit znacné znalosti z daného oboru; expertstvi znamend
z definice vynikajici schopnost fesit specifické problémy v konkrétni oblasti.... Experti na
reseni problémd maji spravné druhy znalosti pro snadné kddovdni problémi a jejich
optimdlini reprezentaci, zatimco novdcci tyto znalosti obvykle postradaji.

Vyzkumy, které se tykaly fesSeni problému v Sachu nebo ve fyzice, ukdzaly, Ze diky svym
znalostem je expert schopen predem vyloucit moznosti a Uvahy, jejichz pravdépodobnost
uspésného pouziti pfifeseni je mala. Tytéz znalosti umoznuji expertlim predem odhadnout,
které postupy jsou slibné. Konkrétné v Sachu se ukazalo (Eysenck, 2008 s. 499), Ze co do
kvantity novacci i experti uvazovali pfiblizné stejny pocet mozZnosti, ale experti brali do
Uvahy mozZnosti vice relevantni, zatimco vybér novackua byl spise nahodny. Na zakladé vyse
uvedeného lze Fici: Cim méné znalosti subjekt mad, tim vice se musi uchylovat k doménové
nezavislé heuristice, tedy ,obecnym” a ,slabym“ metoddm. Naopak rozsahlé znalosti
umoziuji pouziti doménové specifické heuristiky, ktera je pfi reSeni problému mnohem
efektivnéjsi. Zdlraznéme, Ze nadrazenost expertl je zaloZzena na jejich znalostech, nikoli na
néjaké zakladni kapacité (inteligenci).

Heuristické uvazovani v matematice

Heuristickym uvaZovanim v matematice se vénovalo mnoho elitnich matematikd, jako byli
Pappus, Leibniz, Descartes nebo Bolzano. Ve 20. stoleti se mu na vyssSi Urovni vénovali
napriklad Hadamard nebo Polya. Zndma je v této souvislosti kniha Mathematical problem
solving (Schoenfeld, 1985). Jeji autor sice nebyl vyznamny matematik, zato vsak byl
seznamen s poznatky kognitivni psychologie. Tato sekce ale vychazi z Polyovy knihy ,Jak to
reSit?“ (Polya, 2016), kterd je povaZovana za klasicky uvod do heuristickych metod
v matematice.

Polya uvadi, Ze heuristické uvazovani je takové, které se nepovazuje za konecné a presné,
ale za predbézné a vyhodné. Cilem heuristického uvazovani je ,uhadnout” rfeSeni ulohy.
Jeho zékladem je jakysi matematicky odhad pro vybér prostfedku a zplsobu jejich pouziti.
Polya poznamenava, Ze stejné jako je leSeni uziteéné pfi stavbé domu, jsou heuristické
Uvahy uZitecné pfi vytvareni matematického dlkazu. Ale stejné jako je nutné odstranit
leSeni potom, co je stavba hotova, i konecna podoba dikazu by se v Zzadném pripadé
neméla opirat o heuristické uvahy.

Uvedeme typické heuristické otazky a strategie, jak jsou v Polyové knize uvedené:

1. Znate néjakou pfibuznou ulohu? Znate ulohu, kterd ma stejnou nebo podobnou
nezndmou, jako Uloha kterou fesite? Jestli ano, snazte se ji vyuzit.

2. UvaZujte jednodussi analogickou ulohu. Dokazete ji vyresit? Jestli ano, snazte se
pouzit jeji vysledek nebo metodu feseni pfi vasem postupu.

3. Jestlize nemUzete vyresit predloZzenou ulohu, pokuste se vyresit néjakou pribuznou
ulohu.

4. Snazte se pouzit vSechny udaje v zadani.

5. Pokud maji urcité prvky v zadani problému néjakou symetrii, snazte se tuto symetrii
vyuzit a zachazejte s témito prvky rovnocenné.
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6. Prireseni miZzeme matematicky objekt (napfiklad geometrickou konstrukci) rozlozit
do jednotlivych detaill. Nasledné tento objekt z téchto detaill zase ,poskladame”
a to bud stejnym zplsobem, nebo mirné odliSnym. Prvni myslenkova operace se
nazyva dekompozice a druha rekombinace. Typickym prikladem aplikace téchto
operaci mlze byt, pokud vieSené uloze zménime nezndmou (cil ulohy) za
pristupné;jsi objekt, ktery je sndze dosazitelny a o kterém doufdme, Ze ndm pomUze
pfi dosazeni plvodniho cile. Nebo naopak, ponechame nezndmou, ale pozménime
zakladni udaje (predpoklady) ulohy a zkoumame, zda se problém stal pfistupnéjsi.

7. PFfi hleddni hypotéz pouZivejte zobecriovani (neuplnou indukci). Samoziejmé
s védomim, Ze poznatky ziskané neuplnou indukci, nemUzZou byt ¢asti matematické
teorie a v dlikazu se musi zd{ivodnit deduktivné.

V pfedchozi stati, pojedndvajici o doménové specifické heuristice, jsme zdlraznili roli
znalosti subjektu, které vyrazné vylepsuji efektivitu heuristickych strategii. Kdyz se
podivdme na vySe uvedeny seznam typickych strategii, efektivita prvnich tfi pfimo souvisi
se znalostmi Fesitele, zbylé Ctyfi s nimi souvisi nepfimo.

Pokud se omezime na oblast geometrie, mohou byt pfikladem doménové specifické
heuristiky napt. nasledujici strategie:

o Nejsou néjaké tfi body v pfimce, ktera neni zminéna v zadani problému?
e Nelezi néjaké Ctyti body na kruznici?
e Nenabyvaji dva rizné uhly dané konstrukce stejné velikosti?

Pro uplného zacatecnika muze byt tézko pochopitelné, proc by pfi zdlivodnéni geometrické
ulohy mél hledat kruznici, prochazejici néjakymi ¢tyfmi body. Divodem je fakt, Ze je to
matematicky vyhodné a matematicky vyhodné je to proto, Ze kruznice vystupuje v mnoha
teorémech, které mizeme dale aplikovat. K tomu, aby si toto fesitel uvédomil, je potreba
predevsim praxe.

Role znalosti pfi hledani matematického zdtivodnéni

O roli znalosti jsme hovofili uz v pripadé doménové specifické heuristiky, nyni k tomuto
tématu uvedeme jesté nékolik Uryvka z knihy Jak to resit? (Polya 2016, str. 10):

Je tézké se dopracovat k dobré myslence, pokud vime mdlo o daném tématu. A je to zhola
nemozZné, pokud o ném nevime nic. Dobré myslenky jsou zaloZeny na predchozich
zkusenostech a predchozich znalostech. Pouhé vzpomindni nestaci k objeveni dobrého
ndpadu, ale nemiZeme dostat dobry ndpad bez rozpomenuti se na relevantni fakta (sam
materidl nestaci ke stavbé domu, ale nemuZeme postavit diim bez shromdZdéni vseho
potfebného materidlu). Materidlem nutnym pro vyresSeni matematické ulohy jsou duleZité
detaily z dfive nabytych matematickych znalosti, jako jsou dfive vyfesené tlohy nebo dfive
dokdzané véty.

Na jiném misté své knihy Polya uvadi (Polya 2016, str. 91):
Jestlize zndme slovo parabola a mame néjakou mlhavou predstavu o tvaru krivky, ale jinak

o ni nic nevime, nase znalosti jsou zfejmé nedostacujici k vyreSeni ulohy z naseho prikladu.
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Nebo k vyreseni jakékoliv jiné seriozni geometrické ulohy o parabole. Jaky druh znalosti je
nutny k takovému ucelu?

Geometrie muZe byt povaZovdna za védni obor sklddajici se z axiomd, definic a vét.
Parabola neni zminéna mezi axiomy, které se tykaji jen takovych prvotnich pojmda, jako jsou
bod, pfimka a podobné. KaZdd geometrickd argumentace tykajici se paraboly, feseni
libovolné ulohy, kterd se ji tykd, musi vyuZit budto definice, nebo vét o parabole. K feseni
takové ulohy musime zndt pfinejmensim definici, ale je Iépe védét také néjaké véty.

To, co jsme zde rekli o parabole, plati ovsem o kaZzdém odvozeném pojmu. KdyZ zacneme
resit ulohu, kterd obsahuje takovy pojem, nemizZeme jesté védét, co bychom méli uzit
prednostné, jestli definici pojmu nebo néjakou vétu o ném. Je ale jisté, Ze musime pouzit
jedno nebo druhé.

Znalosti a zkuSenosti studenta vyznamné usnadnuji jeho praci. Pokud jich ma malo, stava
se pro néj problém vyrazné tézsi, pokud nema zadné, je témér nemozné problém vyresit.
Mariotti ve svém ¢lanku (Mariotti, 2006), zabyvajici se vyukou dukaz(, uvadi, Ze
matematické zdlvodnéni se odehrdvd vramci matematické teorie a znalost
matematickych teoréma je nutnou podminkou.

Jak uz bylo fe¢eno, samotné znalosti nestaci. Jedna véc je mit néjakou znalost a druhd véc
je schopnost ji aplikovat, a to tfeba v ne Uplné obvyklé situaci. DllezZitd je schopnost
propojovat rlzné druhy znalosti. Proto se rozliSuje mezi ,konceptualni znalosti” —
yknowledge that is rich in connections” (Hiebert & Lefevre, 1986, p. 3) — a souborem
znalosti o izolovanych faktech. V druhém pfipadé student nemusi byt schopen své znalosti
vzajemné propojit. Napfiklad znalost vzorce pro obsah trojuhelnika (zakladna krat vyska
déleno dvéma) se stane konceptualni znalosti teprve v pfipadé, Ze student chdpe vztah
tohoto vzorce ke vzorci pro obsah obdélnika nebo rovnobézniku.

V ¢lanku (Hiebert & Lefevre, 1986) se rozlisuji dva druhy propojeni: propojeni zakladni
urovné (,primary level”) a propojeni hlubsi urovné (,reflective level”). Zhruba receno,
propojeni zakladni arovné jsou zfejméjsi svoji blizkosti pojm( a procedur (ilustraci maze
byt, Ze trojuhelnik ma dvakrat mensi obsah nez obdélnik o stejné zakladné a vysce), zatimco
propojeni hlubsi Urovné vyZaduji pfedstavivost a schopnost Cinit vzdalené asociace
(naptiklad geometrickd interpretace algebraického vzorce Pythagorovy véty a? + b? = ¢?).

Deduktivni a logické uvaZzovani

Lidé pfi dedukci urcuji, jaky zdvér nutné vyplyva, pokud se povazuji jisté premisy jako
pravdivé. Vyzkum teorie usuzovani se zabyvd Sirokou paletou uloh, které sahaji od
sylogistického usuzovani k usuzovani s vyrokovymi spojkami. Je nékolik teorii, které
vysvétluji jevy zaznamenané v téchto vyzkumech, jako napfiklad teorie mentalnich modeld
nebo teorie doménové specifickych pravidel (Eysenck, 2008). My zde zminime teorii
dedukce abstraktnich pravidel, kterd patfi knejbéinéjSim a ktera ma blizko
k matematickému pohledu na véc.

Podle této teorie lidé dochazeji k platnym zavérim tak, zZe aplikuji abstraktni, na obsahu
nezavisla inferencni pravidla zpisobem, ktery se podobd odvozovani dikazl v logice. Lidé
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vyvozuji zavéry z premis a pri tom pouzivaji mentalni logiku. Pokud délaji chyby v Uvaze, je
presahuje pracovni pamét subjektu), pfipadné Spatné porozuméli premisam daného
deduktivniho problému.

Korektni inferenéni pravidla jsou zaloZena na vyrokové logice. Logika definuje rlizné druhy
inferencnich pravidel, s jejichz pomoci lze z premis odvodit logicky platné zavéry. Ukazme
si typicky priklad inferen¢niho usuzovani pouzivaného u podminkovych premis.

e Korektni dvaha:
Premisy: Jestlize prsi, pak je Petr mokry. Prsi.
Zavér: Petr je mokry.
e Nekorektni Uvaha:
Premisy: Jestlize prsi, pak je Petr mokry. Petr je mokry.
Zavér: Prsi.

Posledni vyrok je logicky neplatny, protoze z premis nevyplyva, proc je Petr mokry.

Ve vyzkumech bylo zjisténo, Ze lidé ¢asto chybuiji pfi aplikaci inferencnich pravidel (Henle,
1962). Podle teorie abstraktnich pravidel je tomu tak zejména proto, Ze Spatné rozumé;ji
Uloze nebo si ji Spatné reprezentuji. Jinymi slovy, pocatecni porozuméni je chybné a na
zakladé tohoto chybného porozuméni lidé vyvozuji (vzhledem k premisam logicky platné)
zavéry.

Nemdme v umyslu zde podat vyCerpdvajici rdmec rozsahlych teorii usuzovani v psychologii.
Podotknéme, Ze jednim z hlavnich cil( téchto teorii je vysvétlit, proc¢ se lidé dopoustéji
chybnych dedukci. Néktera tato vysvétleni maji konzervativni podobu (napfiklad Ze
informaci je pfilis mnoho, aby je subjekt zpracoval), jiné sahaji k Cisté psychologii a
subjektivnim klamlm. Pro Ucely prdce pouze uvedme, Ze nejelementdrnéjsi poznatky
psychologie tykajici se teorie usuzovani lze redukovat na sprdvné aplikovani klasické
vyrokové logiky.

2.3 Charakteristika prace v matematice a Toulminiiv model
Polya (Polya, 2016) uvadi ¢tyri faze, kterymi si subjekt musi pfi reSeni problém projit:

1. faze Porozumeéni problému: musime presné védét, co se po nas zada.

2. faze Objeveni planu nebo strategie, ktera by k reseni mohla vést. Obvykle na
tvorbu této strategie maji vliv teSitelovy zkuSenosti, znalosti, dobré
myslenkové navyky. Hlavné ale k objevu spravné strategie vede dlkladny
prazkum problému, ktery by mél napovédét, jak jsou zakladni udaje spojené
s neznamou nebo cilem ulohy. Nékdy ale ani to nemusi stacit a reSitel musi
doufat v néjakou Stastnou souhru okolnosti, kterd mu pomuzZe problém
vyresit.

3. faze Realizace planu.

4. faze Kontrola a rozbor feseni Ulohy za ucelem lepsiho porozumeéni.
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objevi nahle. Jak bylo uvedeno v sekci 2.2, pfi feSeni problému prochazi subjekt rdznymi
stavy znalosti o problému. Zacind v jistém zakladnim stavu, ten postupné rozsifuje a douf3,
Ze nakonec dosdhne stavu cilového. Stavy mezi pocatkem a cilem problému se mohou
nazyvat rizné — lemmata, pomocné véty atd. Pokud tyto véty deduktivné dokazeme,
mulzZeme je vyuZit v dalSich dvahach. VétsSinou viak nemame uplnou jistotu, zda lemma,
které jsme pravé objevili, skute¢né Ize vyuzit v dlikazu teorému. To se obvykle ukaze az
v momenté, kdy dosdhneme cile.

Cely proces reseni geometrické ulohy dobre vystihuje ,,zjednoduseny Toulmintiv model”
(simplified Toulmin’s Model, viz Pedemonte, 2007). Ten vychdzi z predstavy, Ze dlkaz
matematického problému lze chapat jako sekvenci deduktivnich krokd od premis pres
pfechodna tvrzeni aZ ktvrzeni, které se ma dokdzat. Béhem procesu rfeSeni maji tato
pfechodna tvrzeni obvykle podobu nedokazané hypotézy. S ohledem na Newellovu a
Simonovu teorii tvofi vSechna moznd tvrzeni problémovy prostor, charakterizujici strukturu
problému. Resitel se snai objevit vhodné hypotézy a lemmata, s jejichZz pomoci hleda cestu
v rdmci problémového prostoru, kterd propojuje predpoklady udlohy s jejim zavérem. Celd
situace je znazornéna na nasledujicim obrazku (obr. 2). Ukolem tesitele je 1) objevit fetézec
hypotéz, ktery souvisi s feSenim, 2) hypotézy zdlvodnit, logicky je propojit a dat dikazu
deduktivni formu.

Start Goal

Problem space

O 0

O

Obrdzek 2 V ramci problémového prostoru dané tlohy miZe resitel prijit na mnoho hypotéz a tvrzeni. Ne
vSechny Ize ale v dikazu vyuZit, subjekt musi nalézt cestu, kterd propojuje predpoklady se zdvérem. Krouzky
na obrdzku pfedstavuji tvrzeni a lemmata, které se nachdzeji “nékde mezi” pfedpoklady a zavérem.

III

»Zjednoduseny Toulminlv model” bere v Uvahu zplsob nebo cestu, ktera fesitele vedla
k objevu dané hypotézy nebo tvrzeni. Pedemonte ho pfi svém vyzkumu vyuzila k tomu, aby
srovnala strukturu argumentace, ktera nékteré Zaky vedla k objevu relevantnich domnének
(souvisejicich s feSenim problému), se strukturou validniho deduktivniho dikazu, kterého
méli Zaci dosahnout. Dosla k zavéru, Ze mezi argumenty, podporujicimi domnénku, a jejim
deduktivnim dikazem je v mnoha pripadech strukturdlni propast, kterou Zaci (v pripadé
jejiho vyzkumu stfedoskolaci) obtizné prekonadvaji. Ukazala pfipad, kdy zaci vysli z uréitého
faktu, ktery méli dokazat, a vyvozovali znéj dasledky. Timto zplUsobem dosli
k predpokladlim problému a svlij ,d0kaz“ dokoncili. Nepodafilo se jim prekonat
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strukturalni propast mezi cestou, ktera je vedla k formulaci domnének, a strukturou, jak by
tyto domnénky mély byt uspordadany v deduktivnim dikazu smérem od predpokladd
k zavéru.

ZdlUraznéme, Ze Pedemonte Toulminiv model pouZila ke srovnani struktury dvou
argumentaci: vedoucich k objevu domnénky a vedoucich k deduktivnimu dikazu. V této
praci se timto tématem nebudeme hloubéji zabyvat. Toulminlv model zde prezentujeme
hlavné proto, Ze zohlednuje rGzné zplsoby a cesty, které vedou subjekt k formulaci a
objevu relevantnich domnének. Proto bude tento model vychodiskem treti vyzkumné
otazky, formulované ve 4. kapitole. Zde uvedeme nékteré podstatné aspekty tohoto
modelu.

Nez vezmeme néjaké tvrzeni do Uvahy, musi nds na néj néco navést, néco, co naznacuje
jeho pravdivost. V takzvaném ,,zjednoduseném Toulminové modelu” (obr. 3) tuto roli hraje
takzvany ,Warrant“, ¢esky ,oddvodnéni“. Dalsi faktory, které v tomto modelu vystupuiji,
jsou ,Data” (v matematickém kontextu empirickd fakta, na jejichz zakladé Ize formulovat
hypotézy nebo verifikovat jejich pravdivost), ,Backing” (,,podplirné argumenty tvrzeni“,
v naSem kontextu je to exaktni matematické zddvodnéni), a jiz zminéné ,tvrzeni” neboli
,Claim“ (zdUraznéme, Ze hypoteticka tvrzeni nemusi byt nutné pravdiva). Rozvedeme tyto
pojmy detailnéji a pak uvedeme konkrétni ptiklad, ilustrujici, jak Ize z hlediska Toulminova
modelu nahliZet na reSeni problému.

‘ Data | ‘Claim

‘ Backing ‘

Obradzek 3: Zjednoduseny Toulminiv model

e Data

V pripadé geometrie miZeme za data oznacit libovolnou konstrukci, na jejimz zakladé
Ize rozhodnout o pravdivosti néjakého tvrzeni a na jejimz zakladé Ize formulovat
hypotézy.
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e Claim”—tvrzeni

Tvrzeni, které se mizZe nebo také nemusi dale zdGvodnovat. Pfi feSeni matematického
problému nemusime odlvodnovat ta tvrzeni, kterd jsou jiz zahrnuta do deduktivni
stavby matematiky (napf. Ze obvodovy Uhel je polovina stfedového) nebo ta, ktera jsou
dana axiomaticky (Euklid(iv paty postulat).

e ,Warrant” — odtivodnéni

Abychom z dat vyvodili tvrzeni, musi nds néco na toto tvrzeni navést, ,néco”, co
naznacuje jeho pravdivost. Tento faktor ma v Toulminové modelu nazev ,warrant”.

Odavodnéni mizeme chépat jako informaci nebo cestu, kterda nds vedla k tomu,
abychom dané tvrzeni objevili a vzali ho do Uvahy. Cesty, které vedou k objevu tvrzeni,
mohou byt rGzné: od deduktivni Uvahy, pfes heuristickou Uvahu po empirickd a
experimentalni fakta. Je zfejmé, Ze DGE disponuje silnymi nastroji, které vyznamné
ulehCuji experimentalni objev tvrzeni (hypotézy). Jedna se napfiklad o mozZnost
vizudlniho vnimani dynamicky proménné konstrukce, méreni obsah(i nebo délek atd.

Pro nase potfeby budeme rozliSovat mezi tfemi druhy odtivodnéni, z nichZ prvni dvé
koresponduji s dovednostmi, uvedenymi v predchozisekci. Jde o deduktivni
odlvodnéni, heuristické odlvodnéni a odlvodnéni na zakladé empiricky zjisténého
faktu.

I.  Deduktivni odiivodnéni
Z premis vydedukujeme tvrzeni. Pokud jsou platné premisy, je jisté platné i nase
tvrzeni. Citujme (Pedemonte 2007):
Deduction is an inference allowing the construction of a claim starting from some
data and a rule. In Toulmin’s model a step appears as a deductive step: data and
warrants lead to the claim.
Deduktivni argumentace predchazi formulaci tvrzeni a pfispiva k jeho konstrukci
(véty nebo domnénky).
Priklad: Ctyfi body le#i na kruznici = aplikace véty o obvodovych Ghlech = spojnice
dvou bodU je ze zbyvajicich dvou bodU vidét pod stejnym orientovanym uhlem.

Il.  Heuristické odtvodnéni

Heuristickému uvazovani jsme se dukladné vénovali v predchozi sekci, zde
zopakujeme to nejpodstatnéjsi: Heuristické metody jsou typické mentdlni procesy,
které se vyuZzivaji pfi fesSeni uloh. Jsou to pravidla , od oka“, ktera jsou slibna a kterd
vyrazné pomahaji pti orientaci v problémovém prostoru (viz sekce 2.2). Efektivita
heuristickych postupl Uzce zavisi na zkusenostech resitele s feSenim problémU a
také na jeho schopnosti logicky uvaZovat. V této praci budeme povazovat za
heuristickou Uvahu takovou, kterd je zalozena na odhadu a kterd nema ryze
deduktivni strukturu.
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V matematice musime vysledek, dosazeny heuristickymi metodami, podrobit
deduktivnimu ovéreni. Uvedme dva priklady heuristického uvazovani:
— Dva trojuhelniky maji shodny uhel = nemohly by byt tyto trojuhelniky
podobné?
— V prlbéhu feseni problému intuitivné hadame, jak toto reseni vypada. Na
tomto zakladé se ho snazime zd{vodnit a tak potvrdit jeho spravnost. Tento
heuristicky postup je v jistém smyslu opacny k deduktivnimu postupu.

lll.  Oddvodnéni tvrzeni na zdkladé empiricky nebo vizudlné zjisténého faktu
Na takto zjisténém tvrzeni se nijak nemusi podilet logika nebo néjaka heuristicka
uvaha. Mohou to byt fakta vypozorovana na konkrétnich prikladech, bud's pomoci
pocitacového programu (typu DGE nebo CAS), s pomoci konstrukce studenta nebo
diky jeho nacrtku. Prikladem m{ze byt konstrukce néjakého problému
pocitacovym softwarem a vizualni zjiSténi, Ze jisté dvé pfimky jsou pravdépodobné
rovnobézné.

e Backing — ,podpora“, presné zdlivodnéni

Pokud hraji pfechodna tvrzeni dlleZitou roli v dikazu zdvére¢ného tvrzeni, je potfeba
jejich presného matematického zdivodnéni. Tedy vSechna tvrzeni a hypotézy, ke
kterym jsme dospéli jinak nez deduktivné (napf. s pomoci indukce nebo abdukce), je
nutné v dikazu zddvodnit deduktivné.

Dalsimi faktory TM jsou ,,Qualifiers“ a ,Rebutttal“. Prvni z nich vyjadfuje miru jistoty tvrzeni
a druhy dava do popredi protiargumenty. Tyto faktory vSak maji v kontextu matematického
dlikazu spise okrajovou roli, proto se jimi nebudeme zabyvat.

Zjednoduseny TM se tedy skladd ze Ctyr faktorl: Data, Oddvodnéni, Tvrzeni a Presné
zddvodnéni.

Argumentace, ktera operuje s empirickymi nebo experimentalnimi fakty, se oznacuje jako
abdukce a indukce. K definovani téchto pojmu pouzijme citaci (Pedomonte 2007):

Abduction is an inference which allows the construction of a claim starting from an observed
fact.

Induction is an inference which allows the construction of a claim generalizing from some
particular cases.

Na rozdil od dedukce je v obou téchto pfipadech argumentace, kterd vede k domnénce,
zaloZena z&asti nebo zcela na faktu, ktery ma empirickou povahu, pficemz indukce tento
fakt zobecnuje, abdukce z ného vyvozuje dalsi disledky.

V této praci budeme fakt, dosazeny s pomoci abduktivni dvahy, povaZovat za druh
deduktivniho odlvodnéni, nebot abdukce je dedukce, jenom s tim rozdilem, Ze vychazi
z predpokladd, které jesté nebyly dokazany.
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Je nutné zdlraznit, Ze ackoli abduktivni nebo induktivni argumentace muize vést ke
spravnym vysledklm, samotny matematicky dikaz musi mit deduktivni strukturu. Pokud
experimentalné zjisténa tvrzeni hraji roli v dikazu problému, musi je student exaktné
matematicky zdlvodnit, nikoli je pouze zahrnout do predpoklada.

Podotknéme, Ze je rozdil mezi pfipadem, kdy subjekt dospéje k tvrzeni Cisté empiricky
(naptiklad vizudlnim vnimanim), a pfipadem, kdy k tomuto tvrzeni dospéje s pomoci néjaké
uvahy (deduktivni nebo heuristické). V druhém pfipadé jsou subjektu znamy néjaké
argumenty, které svédci pro platnost tvrzeni a které prispély k jeho konstrukci (které ale
nemusi byt vyuzitelné v deduktivnim duikazu). V prvnim pfipadé je pred subjektem pouze
»fakt”, pro jehoZ platnost mu nejsou znamy Zadné argumenty. Citujme (Pedemonte, 2007):

Conjecture is not always the result of an argumentation, in which case it can be considered
as a ‘fact’.

The argumentation can be related to the conjecture in two ways: the argumentation named
constructive argumentation, contributes to the construction of a conjecture, thus it
precedes the statement; on the other hand, the argumentation named structurant
argumentation, justifies a conjecture, previously constructed as a ‘fact’, and so it comes
afterwards.

Pti tvorbé dlkazu se musime ¢asto opirat o hypotézy, pro jejichZ platnost mame pouze
heuristické nebo experimentalni dlivody. Proto ma tzv. nelplnd indukce a experimentalni
pfistup v matematické prdaci své nezastupitelné misto na vSech urovnich. Jak je uvedeno
v publikaci (Polya, 1954), matematik obvykle nepracuje tak, Ze by si nejdfive napsal axiomy
a potom premyslel, co z nich lze odvodit. Ve vétsiné pripadli matematik experimentuje,
vyresi nékolik vhodné zvolenych pfipadl a na jejich zakladé vyslovi hypotézu. Teprve pak
se tuto hypotézu snazi deduktivné dokazat. Citujme (Polya, 2016, s. 119):

Matematika prezentovand rigordzné je systematickd deduktivni véda, ale matematika,
jakou se zabyvdme ve vyzkumné praxi, je experimentdini induktivni véda. V matematice,
stejné jako ve fyzikdlnich véddch, miuZeme pouZivat pozorovani a indukci k objevovani
obecnych zdkonitosti. Ale je tu jeden rozdil. Ve fyzikdlnich véddch neni vyssi autorita neZ
pozorovdni a indukce, ale v matematice takovd autorita existuje: presny dikaz.

Podobné se v publikaci (Villiers M., 2004) uvadi, Ze zatimco teoreticky by v matematice
mélo platit poradi tvorba validniho dlikazu — tvrzeni je pravdivé, je tomu ve skutecnosti
obvykle naopak: Subjekt je nejdfive pfesvédéen o pravdivosti tvrzeni a teprve pak se ho
snazi deduktivné dokazat.

Ale ne vidy se lze na experiment a neuplnou indukci pfi hledani hypotéz spolehnout.
Zminme alespon dva ddvody. Ten prvni je, Ze nekritickd davéra v zobecfiovani nds muze
svést Spatnym smérem. Druhym ddvodem je, Ze matematicky objekt mlze byt tak
abstraktni, Ze jeho experimentalni zkoumani je témér nemoziné. Uvedeme k tomu dva
konkrétni ptiklady z historie.

V 19. stoleti byla objevena funkce, ktera udava priblizny pocet prvocisel mensich nez
proménné cislo x. Panovalo vSseobecné presvédceni, Ze tato funkce trvale pocet prvocisel
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trochu nadhodnocuje, nejen z toho dlivodu, Ze tomu tak bylo pro vSechna x, pro néz bylo
mozné poskytnout numerickou verifikaci, ale také proto, Ze se vzrlstajicim x se toto
nadhodnoceni jesté zvétSovalo. V roce 1914 vsak Littlewood (Derbyshire, 2007) ukazal, ze
pokud bude proménna x rlist nade vSechny meze, musi nutné existovat oblasti, kde tato
funkce bude pocet prvocisel naopak podhodnocovat, a nejen to: Funkce bude stfidavé
nadhodnocovat a podhodnocovat pocet prvocisel nekonecnékrat. Ackoli Littlewood podal
nevyvratitelny dlkaz tohoto tvrzeni, Cislo, ve kterém poprvé dojde k podhodnoceni poctu
prvocisel touto funkci, je tak obrovské, Ze ani dnedni pocitace nejsou schopné tento fakt
numericky ovéfit.

llustraci druhého divodu (neptistupnost problému experimentalnimu zkoumani) mlze byt
objev neeuklidovské geometrie na zacatku 19. stoleti. JelikoZz nase intuice spocivd na
redlném svété, ktery se ndm v béZznych situacich jevil jako euklidovsky, nebylo mozné pfijit
na teorémy neeuklidovské geometrie intuitivné a ovéfit je smyslovym ndzorem. Jediné, co
mohlo vést trio Gauss, Lobacéevskij, Bolyai k objevu této geometrie, byla dedukce®.

Téma této prace — vyuziti softwaru pfri reseni problémU — je zaméreno na problémy, které
v maximalni mozné mife umoziuji experimentalni ptistup k feSeni. Dva vySe uvedené
ilustrativni pfipady pouze ukazuji, Ze deduktivni stavba matematické teorie je vyZzadovana
z dobrého dlvodu.

Sekci uzavieme prikladem aplikace Toulminova modelu k problému, ktery autor této prace
feSil s pomoci nastroju GeoGebry.

llustrativni ptiklad aplikace Toulminova modelu

Zaddni: Uvazujme trojuhelnik ABC takovy, ze SMAC = 15°, kde M je stred usecky BC.
Urcete maximalni moznou velikost Uhlu pti vrcholu B trojuhelniku. (Todev 2010, Japonska
matematickd olympidda, 1994)

Reseni:
Nasledujici feSeni predstavuje autordv introspekéni zaznam. U kazdého tvrzeni, ke kterému

feSitel dospél, je uvedeno v duchu Toulminova modelu jeho odlvodnéni.

Prifadme usecce BC se stfedem M libovolnou délku. Pak mnoZina bodl A, ze kterych je
vidét usec¢ka MC pod uhlem 15°, je kruhovy oblouk k. Ma-li byt ihel <B maximalni, musi
byt pfimka AB tecnou ke kruznici k (ptisné vzato by se toto mélo zd(vodnit, ale z obrazku
je tento fakt zfejmy). Tim jsme ziskali preciznéjsi formulaci problému (obr. 4):

1. tvrzeni (deduktivni odGvodnéni)

Ekvivalentni formulace problému: Uvazujme Usecku BC se sttedem M a kruhovy oblouk k,
ze kterého je Usecka MC vidét pod uhlem 15°. Urcete velikost <ABC, kde A je bod dotyku
te¢ny z bodu B ke kruZznici k.

4 Detaily viz napf. https://www.cut-the-knot.org/triangle/pythpar/Drama.shtml|
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Obrazek 4 Vlyhodnejsi formulace problému

Provedeme experiment: Spustime kolmici z bodu C na pfimku AB a jeji patu oznacime P.
Pfi pohledu na nacrtek se nabizi hypotéza, Ze PC = PA. (obr. 5).

2. tvrzeni (odGvodnéni na zakladé vizualné zjisténého faktu)

|PC| = |PA|. Jinymi slovy, body A, P, C jsou tfi vrcholy ¢tverce

Pfredpokladejme platnost vySe uvedené hypotézy a zkusme ji potvrdit nebo vyvratit.
3. Backing (presné zdlvodnéni)

Platnost 2. tvrzeni budeme predpokladat a na kruznici k, ktera se dotyka primky PA v bodé
A aprochazibodem C, zvolime bod M tak, Ze XMAC = 15°. Necht bod B je prasecik pfimek
MC a PA. Dokadzeme, ze pak nutné |[MC| = |MB|, ¢imz bude diikaz hotov (obr 5).

33



Obrdzek 5 Reseni problému

Z predpokladl plyne, Ze <PAC = 45°. Tento Uhel je usekovym uhlem kruZnice k, takze
stfedovy uhel, pfislusejici oblouku AC, je roven 90° a tedy stfed kruznice S je Ctvrtym
vrcholem ctverce. Zaroven ¥BAM = 45° — 15° = 30° je usekovym uhlem, pfislusejicim
oblouku AM, proto <ASM = 60°. Trojuhelnik SMA je tedy rovnostranny a bod M leZi na
ose Usecky SA. Tato osa puli kazdou pfricku s krajnimi body na pfimkach SC a AP, puli tedy
i UseCku CB, tedy |CM| = |MB|.

Zbyva dopoditat velikost Uhlu < B. Jelikoz «PBC = «MCS = (180° — 30°)/2 = 75°, je
<B = 180° — «PBC = 180° — 75° = 105°.

4. tvrzeni (zavér)

<CBA = 105°

K feseni uvedeme dvé poznamky:

e 1. tvrzeni bylo odvozeno deduktivné, ale 2. tvrzeni bylo zaloZzeno na empirickém
faktu, ziskanému na zakladé vizualniho vnimani. Takto ziskanou domnénku je nutné
presné zd(vodnit.

e Dikaz je zalozen na abdukci: Zkoumali jsme empiricky zvoleny pfipad (Ze body
A, P, C jsou vrcholy ¢tverce) a logickou Uvahou jsme dosli k zavéru, Ze spliiuje zadani
problému. Aby byl dlkaz uplny, je nutné dokazat opacnou implikaci. V nasem
pfipadé jsou dva zpUsoby, jak to provést: Bud dikaz preformulovat do deduktivni
podoby anebo dokazat, Zze zadny dalsi pfipad nemuze zadani vyhovovat. Prvni
zpUsob neni ocividny, druhy ano: Zadani, které jsme formulovali v rdmci 1. tvrzeni,
je jednoznacné a vice feSeni nepfripousti.
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2.4 Shrnuti

Shrneme to podstatné, z ¢eho budeme vychazet v dalsi ¢asti prace a v metodologii

vyzkumu.

Matematické znalosti jsou nutnou, ale nikoli postacujici podminkou pro Uspésné
feSeni problému. Znalosti maji podstatny vliv na efektivitu heuristickych strategii.

Na proces dikazu lze pohlizet jako na sekvenci tvrzeni od predpokladl pres
prechodnad tvrzeni k zavéru. Pfechodnad tvrzeni maji obvykle podobu hypotéz.

Subjekt mize béhem procesu feseni postupovat pfisné logicky (deduktivné), ale
vétSinou je nutné vyuzivat také heuristické strategie a experimentdlni metody
prazkumu problému.

Abychom tvrzeni vzali do Uvahy, je potfeba, aby nas na néj néco navedlo, néco, co
naznacuje pravdivost tvrzeni. Tento faktor, nazyvany v Toulminové , odlivodnéni,
mlzZe mit podobu néjaké Uvahy nebo empiricky vypozorovanych dat. Pro Ucely
prace jsme vramci TM vymezili tfi obecné zpUsoby, které mohou vést subjekt
k objevu hypotézy. Jsou to:

o Deduktivni uvaha
o Heuristickd uvaha
o Experimentalné nebo empiricky vypozorovany fakt

Heuristické metody jsou typické mentalni procesy, které se vyuzivaji pfi feseni uloh.
Tyto metody jsou efektivnéjsi, pokud subjekt pracuje s konkrétnimi znalostmi a
vyuziva logického uvazovani. V této praci budeme povazovat za heuristickou Uvahu
takovou, ktera je zaloZzena na odhadu a ktera nema ryze deduktivni strukturu.
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3 Reseni geometrickych problémi s podporou DGE

Kazdy nastroj, ktery clovék ovladne, rozsifuje jeho dosah a moZnosti. Pfipomerime si
revoluci, kterou ve viech aspektech lidského Zivota zp(isobil vynalez pocitace v poloviné 20.
stoleti. Plvodné se mélo za to, Ze pocitace Ize vyuZit pouze pro provadéni komplikovanych
mechanickych vypoctQ, ale s rozsitenim programovatelnych pocitacli se ukazalo, Ze jejich
dosah je mnohem hlubsi.

Snad nejzndmé;jsi pouziti pocitace v matematickém dikazu bylo pfi feSeni ,,Problému ctyr
barev” v roce 1976 (Wilson, 2002). Role pocitace zde nespocivala pouze v mechanickych
vypoctech, které clovék z ¢asovych divodl nemuze realizovat, ale také v chytfe napsaném
programu, ktery jejich autory (Kenneth Apple a Wolfgang Hanken) prekvapoval — jinymi
slovy, byl pro né (alespon zpocatku) nepredvidatelny. Citujme z jejich vzpominek na
klicovou €ast jejich vyzkumu (Singh, 2002, str. 176):

V tomto momenté nds program zacal prekvapovat. Na pocldtku jsme jeho argumenty
kontrolovali rucné a tak jsme vzdycky mohli predpovédeét, jakym smérem se v kazdé situaci
vydd. Najednou se ale zacal chovat jako stroj hrajici sach. Zacal vypracovdvat smisené
strategie zaloZené na vsech tricich, které jsme jej ,naucili“, a tyto pfistupy byly casto
mnohem Sikovnéjsi nezZ ty, které bychom zkusili sami. Zacal nds tak ucit postupim, které by
nds nikdy nenapadly. V jistém smyslu své tvirce predCil v nékterych strdnkdch jak
mechanickych, tak ,intelektudlnich” ¢dsti ukolu.

Namitky proti ddkazu problému Ctyf barev Ize rozdélit do dvou kategorii (Wilson, 2002):

1. ndmitka: Ddkaz vyzadoval tolik vypocetniho ¢asu, Ze ho lidé nikdy nebudou moci beze
zbytku prekontrolovat.

Obvykla reakce: Stejné jako mUze byt chybny pocitacovy program, mlze udélat chybu i
matematik. Pokud je program napsan dobfe, je naopak spolehlivéjsi nez lidsky faktor.
A kéd programu lze ovéfit stejné jako klasicky matematicky dukaz®. A nakonec: Ackoli
vSechny pfipady, které musel pocitac projit, zkontrolovat nelze, u ndhodné vybranych
pfipad( Ize ovéfit, zda program dava spravné vysledky nebo ne.

2. namitka by se dala shrnout do otazky: ,,Rozumime vlastné tomuto dlkazu?“

Tato ndmitka je mnohem zdvaznéjsi nez namitka predchozi. Samotny dlikaz spocival na
ovéreni vice nez tisice komplikovanych konfiguraci map. U kazdé této konfigurace se
zjistovalo, zda pro ni plati teorém c¢tyr barev (pfesnéji feceno se zjistovalo, zda ma
konfigurace vlastnost zvanou ,reducibilita®). Kdyby neplatil jediny z téchto pripadq,
dlkaz teorému by nefungoval a musel by se opravit. Vznika otdzka: Je skutecné pouhou
nahodou, Ze pro vSechny tyto pripady teorém plati? Nebo pro to existuje néjaky hlubsi
dlvod? Pokud ano, pak dikazu teorému plné nerozumime a hlubokou myslenku
nahrazujeme vypocetni silou. Citujme matematika Ronalda Grahama, ktery se k
pocitacovym dlikaziim, jako byl problému ¢ty barev, vyjadril takto (Singh S., 2002):

5> Tato véta se stava, s ohledem na dnes$ni rozvoj umélé inteligence, spornou. Program muze byt tak sloZity, Ze
nemusi byt viibec zfejmé, zda se chova tak, jak jeho autor zamyslel. Nékolik pfikladli ze svéta matematiky se
uz dostalo i do médii.
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Bylo by velmi neradostné, kdybyste se jen tak nékde mohli zeptat pocitace, jestli
Riemannova hypotéza plati, a on by odpovédél: Ano, plati, ale diikazu bys neporozumél.

Nejen matematika jako véda, ale i vyuka matematiky by se méla vyvarovat ptipadu, kdy se
pocitac stane jakousi cernou skfifkou, ze které padaji spravné odpovédi, ale u nichz plné
nechapeme, proc jsou spravné.

Roli pocitace pfi vytvareni matematického dikazu mizeme rozdélit do dvou kategorii:

1. Pocitac je podstatnou a nepostradatelnou casti dikazu.
V tomto pripadé je pomoc pocitace v dikazu nezastupitelnd. MUZe spocivat ve
sloZitém numerickém vypoctu nebo v provedeni jiného algoritmu, ktery by ¢lovék
nebyl schopen z c¢asovych ddvod( provést. Pomoc pocitace ale mize byt i
sofistikovanéjsi, nez je pouhy numericky vypocet: Jak bylo uvedeno vyse
v souvislosti s problémem ¢étyr barev, ne vzdy je lehké pfedpovidat kroky slozitého
programu a zcela mu rozumét. Mize vzniknout dokonce dojem, zZe program ma
jakousi vlastni inteligenci, kterd vurcitych ohledech pred¢i samotného
programatora. S rozvojem umeélé inteligence je stale naléhavéjsi otazka, do jaké
miry je pti dikazu pripustna asistence pocitace, aby ho bylo moZzné jesté povazovat
za spravny a ovéfitelny, a kdy uZ se z pocitace stdva Cerna skfirika, ze které padaji
odpovédi, které nemizeme Uplné ovéfrit a kterym nemusime Uplné rozumét.

2. Pocitac slouZi jako experimentdlni ndstroj, ktery nds vede k dikazu. Samotny dukaz,
ktery poté vytvofime, na ném nezadvisi.
Diky pocita¢im muzZzeme numericky testovat své hypotézy, vytvaret slozZité vizualni
reprezentace a grafy. To vSe, abychom objevili nebo verifikovali fakta, kterd
s dlikazem souviseji. Samotny dlikaz jsme ale schopni vytvofit bez pocitace.

V této kapitole uvedeme postupné Ctyri hlediska, ktera s feSenim problémU s podporou
DGE uzce souviseji. Nejdfive popiSeme psychologickou teorii tzv. ,instrumentalniho
procesu”“, cozZ je proces, kdy se subjekt uci pfi néjaké ¢innosti pouzivat nastroj. Nasleduje
obecna charakteristika DGE softwaru, jeho popis a priklady konkrétnich program. Poté se
zamérime na GeoGebru a jeji nastroje. Tento program byl pouzivan v prabéhu celé préce.
V posledni sekci uvedeme obecné pfijimané poznatky, tykajici se zapojeni DGE do vyuky.

3.1 Instrumentalni teorie

V prlibéhu ¢innosti mizZe subjekt pouzivat vhodny nastroj. Zplsob, jakym si subjekt tento
nastroj osvoji a kjakym dcellm ho pouzije, popisuje ,instrumentdlni teorie”
(instrumentation theory). Ta je ¢aste¢né zaloZzena na pracich Vygotského (Vygotsky, 1978)
a ddle na pracich Engestroma (1987) a Rabardela (1995). Rabardel zavedl rozliseni mezi
pojmy instrument (nastroj) a artefakt. Artefakt je podle néj ,véc sama o sobé” a instrument
je psychologicky konstrukt (instrument je artefakt, jehoz vlastnosti subjekt znd a vi, jakym
zpusobem ho poutzivat). Jakykoli stroj nebo technika nepredstavuje pro subjekt ihned
nastroj, ktery je schopen pouzivat. Citujme Hollebrandse a Strassera (Laborde et al. 2006,

p. 279):
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It becomes an instrument when the subject has been able to appropriate it for himself and
has integrated it with his activity.

Proces premény artefaktu do smysluplného ndstroje se nazyva instrumentalni geneze
(instrumental genesis). Artefakt se stane nastrojem po ukonceni procesu instrumentalni
geneze. Béhem tohoto procesu se u subjektu vytvari riznd mentdlni schémata vyuziti
artefaktu (Rabardel 1995; Trouche 2000).

Instrumentalni geneze je komplexni proces, ktery zavisi na vlastnostech artefaktu, jeho
moznostech a omezenich, a také na predchozich znalostech a zkusSenostech subjektu.
JelikoZz nastrojem, o ktery nam jde, je DGE software, budeme dalsi vyklad vice zamérovat
na specifika, které jsou vlastni pravé tomuto nastroji.

Proces instrumentalni geneze mda dvé dimenze: instrumentaci (,instrumentation”) a
instrumentalizaci (,,instrumentalization”). MoZnosti a omezeni DGE softwaru maji vliv na
strategie studentl pti reseni problémd a na koncepce, které si pfi praci se softwarem
vytvati. Instrumentace zahrnuje vytvareni schémat poutziti artefaktu, které predstavuji
opakovatelny a predvidatelny prostfedek k vykondani urcité akce (Verillon & Rabardel,
1995). Trouche (2004) uvadi, Ze instrumentace zahrnuje pravidla a heuristiku pro aplikovani
nastroje. Instrumentalizace zavisi na uZivateli ndstroje (na fesiteli problému). Je to proces,
pfi kterém dojde k psychologickému zvnitinéni (,internalization”) zplsobl poufZiti
artefaktu. Artefakt zUstava stejny bez ohledu na to, jak je subjektem instrumentalizovan.

Pokud to shrneme, v pribéhu instrumentalni geneze si subjekt vytvafi mentalni schémata
(at jiz pFizptsobenim znamych schémat nebo vytvofenim schémat zcela novych), kterd mu
umoziuji dosahnout kognitivnich cil(. White (2008) uvadi, Ze teprve instrumentalni geneze
dava artefaktu smysl.

DGE nabizi mnoho silnych nastrojl, které mohou byt subjektem dlvtipné vyuzity, pokud
ovsem vi, jak. Osvojit si nékteré z nich neni tézké, staci k tomu chdpat jejich matematicky
vyznam. Jako pfiklad miZeme uvést nastroje k méreni Usecek, obsahl nebo Uhld. Jiné
vyzaduji zvyk. Typickym ptikladem je funkce tahdni objektd (dragging). Vice tuto funkci
popiSeme v nasledujicich dvou sekci, zde pouze zminime, Ze ackoli tahani objektl je
vyznamny nastroj DGE, ktery je jednim z nejvétSich benefiti tohoto softwaru, zvyknout si
na néj neni pro zacatecnika vibec jednoduché. Nékteré studie uvadéji, Zze studenti maji
problém nebo je jim pfimo nepfijemné vnimat pohybujici se konstrukci (Olivero, 2003).
Navic pfi reSeni problému Ize pouZzit funkci tahdni objektu v mnoha ridznych formdach, které
nelze brat jako samozrejmé a pro studenty Casto predstavuji tézkou ulohu (Sinclair, 2003).
Jak uvadi (Verillon & Rabardel, 1995), instrumentdlni geneze rGznych zplsobl pouziti
nastroje tahani objekt( v DGE vyZaduje zna¢né mnozstvi ¢asu.

Aby student mohl pozivat nastroje DGE, je nutné zvladnout dva jejich dopliujici se rysy:
vlastnosti daného nastroje a jeho matematicky vyznam. Citujme (Laborde 2003, p. 2):

Tools like those offered by information technology embed mathematical knowledge and the
use of such tools requires the integration of both mathematical knowledge and knowledge
about the tool.
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Objektem studia vtéto praci byli studenti ucitelstvi na pedagogické fakulté, ktefi se
softwarem jako je GeoGebra pracuji pfi vyuce uz nékolik let (2 az 4 roky ve vybranych
predmétech). Jelikoz s vlastnostmi DGE softwaru jsou pfedem obeznameni, nebylo nutné
vyhrazovat specidlni ¢as k seznameni se softwarem.

3.2 Obecna charakteristika DGE softwaru, priklady

DGE programy (Dynamic Geometry Environment), mezi které zahrnujeme GeoGebru
(Rakousko), Cabri (Francie), Cinderellu (Némecko) a dalsi, umozZiuji nejen nakreslit presné
konstrukci, ale také pohybovat nezavislymi objekty konstrukce a okamZzité sledovat
dlsledky tohoto pohybu. Jsou interaktivni.

Robova (Robova, 2012) dynamickou geometrii charakterizuje takto:

Jedna se o pocitacovy software, ktery umoZriuje rychle a pfesné rysovani geometrickych
utvart podle zdsad konstrukéni geometrie, pficemZ Ize manipulovat s jiz narysovanymi
objekty. Pri pohybu nékteré volné entity v rysu se z pohledu uZivatele vytvorena konstrukce
dynamicky prekresluje, a tak zprostfedkovavad uZivateli v redlné krdatkém case ndhled fady
geometrickych situaci.

Pojem , dynamicka geometrie” byl zaveden uz na zacatku padesatych let minulého stoleti
pod heslem (Kortenkamp, 2000):

By a dynamic geometry we simply mean a study of the parts of space and their relations to
one another while they are in motion and changing.

Uvedeme nékolik konkrétnich priklad( program( dynamické geometrie:

GeoGebra a ji podobné programy: Detailnim rysim GeoGebry a zplsobim, jakymi mize
pomoci subjektu, se budeme vénovat vdalsSi sekci, zde zminime pouze zakladni
charakteristiky. Kromé obecného rysu dynamické zmény konstrukce, kdy mulzeme
pohybovat nezdvislymi objekty a sledovat, jak se konstrukce méni, ma GeoGebra
zabudované i nékteré prvky, které mohou verifikovat hypotézu. Funkce ,Vztah meazi
objekty“ provéri na zakladé numerickych vypoctl, zda dva subjektem vybrané objekty maji
néjaky vztah, napfiklad zda dvé primky jsou kolmé ¢&i rovnobéziné, zda jisty bod lezi na
kruznici apod. Vlastnosti objektli, které program provéfruje, jsou pred-programované
(subjekt nemuze explicitné zadat, co chce, aby program provéfil) a ne vidy je odpovéd
programu spravna, i kdyz chybnou odpovéd poddva tento pfikaz vzacné. Mnohem
sofistikovanéjsi jsou ty nastroje programu, které jsou typické pro tfidu program( CAS
(Computer Algebra System, programy pro pocitani se symboly podle danych pravidel).
Jedna se o prikaz ,, Rovnice mnoziny bodu“, ktery na zakladé tzv. Grobnerovy baze urci
rovnici mnoziny bodd, které splnuji libovolné podminky, definované uZivatelem, a pak o
prikaz ,Dokazat”, ktery, rovnéz na zakladé Grobnerovy baze, je schopen analyticky a v plné
obecnosti dokazat teorém. Dodejme vsak, Ze Grobnerova baze je vypocetné velmi naroéna
a ne vidy je pro ni zadani vhodné — obvykle se stava, Ze z dokazovaného teorému musime
predem vyloudit jisté specidlni pripady. Pokud bychom to opomnéli, teorém by byl
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neplatny. Objevit tyto specidlni pfipady a vyloucit je vSak nemusi byt trivialni. Nakonec, i
kdybychom diky témto dvéma pfikazim teorém dokazali nebo urcili hledanou mnoZinu
bodd, zjistime sice spravnou odpovéd), ale vzhledem k tomu, Ze ta byla dosazena analyticky,
nefekne ndm to nic o syntetickém reseni nebo zdlvodnéni. Proto maji tyto prikazy pro
studenty spiSe okrajovy vyznam.

Zmifime jesté dva zajimavé (byt z hlediska poufZiti na skolach okrajové) programy, které
maji nékolik zajimavych funkci.

Java Geometry Expert (JGE, 2012): Stejné jako v GeoGebre i vtomto programu je mozné
dokdzat hypotézu analyticky. S pocatkem 21. stoleti se vSak vyvojafi program( zamérili na
novy cil — aby byl software schopen teorém nejen dokazat, ale také vytvofit synteticky
dlikaz (tzv. readable proof). Tento program mél v dobé svého vzniku jednu z prvnich
databazi deduktivnich metod, ktera byla schopna pdar teorémi dokazat synteticky,
naptiklad Simson-Wallace(v teorém. Jinak ale ve vétsiné pfipad(l tato databaze selhavala.
Ptes slibny zacatek se vyvoj programu v roce 2012 zcela zastavil a neddvno mu byly zruseny
i oficialni stranky. Program tak maji k dispozici jenom ti, ktefi si ho jiz dfive stahli nebo ktefi
ho naleznou na internetu na neoficidlnich strankach.

OK Geometry (OK Geometry, 2021): Jsou dvé slibné cesty, jak mlzZe program subjektu pfi
hleddani syntetického feSeni problému pomoci.

Tou prvni cestou je, Ze program feSeni nejen najde, ale je schopen toto feSeni zdlvodnit
takovym zplsobem, ktery muze ¢lovék pochopit (toho se tyka jiz zminény pojem ,readable
proof”). Pokud by program mél takovou schopnost, bylo by ho moiné pftirovnat
k interaktivni knize, kde si uzivatel definuje problém a program mu poskytne syntetické
feSeni. Dosazeni tohoto cile by mélo velky vyznam nejen pro vyuku matematiky, ale i pro
matematiku jako védu. Soucasné programy vsak zvlddnou fresit pouze nejjednodussi
teorémy a je zfejmé, Ze pokud bude tohoto cile dosaZzeno, nestane se tak v dohledné dobé.

Druhd cesta neni tak revolucni, ale lze ji mnohem sndze realizovat. K feSeni geometrického
problému potfebujeme ndpad, ktery se casto (ale ne vidy) skryva v jiz nakreslené
konstrukci, napfiklad Ze dvé primky jsou kolmé, dva uhly jsou shodné, ¢tyfi body lezi na
kruznici. Pokud nam program tento fakt ,prozradi“, mize to znamenat klicovy zlom, diky
kterému problém vyfeSime. Pravé touto cestou se vydal Zlatan Magajna se svym
programem OK Geometry. Do programu mulzeme narysovat nebo importovat jiz
narysovanou konstrukci a zkoumat ji stejné jako v jiném DGE programu. Grafické zobrazeni
OK geometry sice neni tak dobré jako ma napriklad GeoGebra, ale program ma mnoho
jinych funkci, které konkurence postrddd. Tou nejpodstatnéjSi je ,automatické
pozorovani“, jehoz mechanismus je popsany napfiklad v ¢lanku (Magajna, 2017). Program
narysovanou konstrukci pozméni a na zakladé numerické analyzy vypise vSechny invarianty
a vztahy mezi geometrickymi objekty, které se pfi transformaci zachovaly. Tato funkce ma
pouze dvé stinné stranky. Pfedevsim programem vypozorovanych faktd je casto mnohem
vice, nez kolik je jich k reseni skutecné treba, subjekt se v nich tak mlze lehce ,ztratit”.
Druhou nevyhodou je, Ze obcas je k feSeni nutné sestrojit pomocny geometricky objekt,
ktery ale neni zminén v zadani. S timto problémem nédm funkce automatického pozorovani
nepomuzZe. Program ma ale mnoho dalSich funkci, napfiklad ma databazi, obsahujici kolem
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6 000 vyznamnych bodu trojuhelniku (ortocentrum, tézisté, NagelGv bod, ...), je schopen
hledat vztahy geometrickych objekt(i vzhledem k danému trojuhelniku (naptiklad, Ze na
dané kuZeloselce leZi t&7isté daného trojuhelniku) apod. Cim vice toho uZivatel o
euklidovské geometrii vi, tim vice oceni funkce tohoto programu. Zda mohou byt tyto
funkce uzite¢né i pro zac¢atecnika, je diskutabilni.

Ukazeme si na modelovém pfrikladu, jak Ize tento program vyuzit pro feseni problému.

Zadani problému (MO, 2016):

V roviné jsou ddny kruZnice k a l, které se protinaji v bodech E a F. Te¢na ke kruZnici [
sestrojend v bodé E protind kruZnici k v bodé G (G # E). Na oblouku EG kruZnice k, ktery
neobsahuje bod F, zvolme bod C (E + C #+ H) a prisecik pfimky CE s kruznici l oznacme D
(D # E). DokaZte, Ze trojuhelniky DEF a CGF jsou podobné.

Regeni:
Staci dokazat, Zze uhly trojuhelnik DEF a CGF jsou shodné. Narysujeme zadani do
programu a zapneme funkci ,,Analyzovat”. Na vybér mame Ctyfi stupné analyzy: Zakladni,

Stfedni, Rozsifend a Kompletni. V tomto pripadé staci stupen Zakladni analyza. Program
vypsal celkem 11 vlastnosti, z nichz 6 se tyka ahld (obr. 6).

Soubor Konfigurace Pfikazy Napovéda

Zadat Naétrnout Analyzovat Projekt [

v Jirka iiloha.p 1‘ A4

v ZpracovéniZakladni

a

Task

@ ™ body (1)
FEGCD

B W kolinemi body (1)
ECD

@ W shodné Ghly mezi piimkami (6)
FE#FG~FC#FD~ECD#GC
FE#FC~EGH#GC
FE#FD~FG#FC~EG#ECD

FE#EG~FC#GC~FD#ECD
FE#ECD~FGH#GC
FG#EG~FC#ECD
a \iﬂy na kruZnici (1) E D
FEGC '® ®
F

C
B Wtetné kuzniceltetny (2) S
': FEDEG
FCD:GC
G

Obrdzek 6 V levém sloupci jsou vlastnosti vypsané programem

JelikoZ ze zadani vime, Ze trojuhelniky DEF a CGF jsou podobné, plyne z toho, Ze Uhly
AFCG a ¥FDE jsou shodné. Pokud to program potvrdi, nepujde o pfiliS uzite¢nou
informaci. Pokud vsak klikneme na jednu z vypozorovanych vlastnosti, zjistime, Ze je zde
jesté jeden uhel, ktery je stejné veliky. Plati (obr. 7) XFCG = <FDE = XFEG. Rovnost
IFCG = XFEG dokaZieme snadno, jde o dlsledek véty o obvodovych uhlech. Jak ale
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dokazat <FEG = «FDE? Zde si musime vybavit, Ze pfimka GE je tecna ke kruznici [. Nyni
mame dvé moZnosti postupu: bud’si pfimo vybavime teorém o usekovém uhlu (Uhel mezi
tecnou a tétivou je shodny s obvodovym uhlem, pfislusejicim tétivé), nebo tento teorém
odvodime. Ve druhém pripadé budeme muset sestrojit novy objekt, ktery neni zminén
v zaddni, totiz stfed kruznice [, a cely problém se stane naro¢néjsim.

Dal$i vypozorovana vlastnost je rovnost Uhl( zobrazend na obr. 8. Tu lze lehce
preformulovat na rovnost <CGF = «<DEF.

Obrdzek 7 Jedna z vlastnosti konstrukce vypozorovanych programem
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Obrdzek 8 Jedna z vlastnosti konstrukce, vypozorovand programem

Ke zd@ivodnéni této rovnosti je opét nutné vybavit si teorii. Uhly <CGF a <CEF jsou
dopliikové (lezi na opacnych stranach tétivy), stejné jsou doplikové uhly <CEF a <FED,
tedy plati «CGF = «DEF. Trojuhelniky CGF a DEF jsou podle véty uu podobné.

Na této ukazce reseni je dobre vidét nékolik faktor(, které jsou pro reSeni s podporou
pocitace typické:

1. Resitel musi provést selekci toho, na co zamé¥it svou pozornost, ktera fakta mohou
byt vzhledem kfeSeni relevantni. (Pfipomernime, Ze vypozorovanych faktu
programem bylo jedenact a my vyuzili jen dvé.)

2. Dochazi k neustdlé interakci mezi empirickymi fakty, zjiSténymi pomoci programu,
a subjektem (hlavné jeho znalostmi). Arzarello a kol. (2002) tento mechanismus
nazyvaji ,ascending process” a ,,descending process”. Detailnéji to bude popsano
v sekci 5.2.

3. Ne vidy jsou vSechna fakta skryta v konstrukci, sestrojené podle zadani, ¢asto je
nutné sestrojit pomocny objekt, aby byl logicky fetéz upiny.

Na zavér zminme jesté jednu dlleZitou funkci programu OK geometry: Jeho prostiedi
umoznuje uciteli pripravit ulohu takovym zplsobem, ktery pomahd Zakovi spojovat
relevantni empirickad fakta do deduktivniho fetézce. Postup je nasledujici: Ucitel vybere
nékolik faktd, vztahujicich se k feSeni, a tato fakta zobrazi jako sekvenci diagram(, kterou
maze doplnit o n&jaky komentaF. Zak pak musi urcit spravnou sekvenci téchto diagramd
(logickou zavislost) a propojit je matematickou teorii. Nékteré takto pripravené materialy
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Ize charakterizovat jako vizudlni dikazy nebo ,dukazy beze slov”. Pti staZeni programu
z webovych stranek (OK Geometry, 2021) uzivatel ziska i nékolik ukazkovych pfiklad(.

Ptiklad reSeny vyse by se dal zpracovat zplisobem, jak je uveden na obr. 9. Prvni diagram
odpovida zadani, druhy rovnosti <CGF = XFED, tfeti rovnosti <GCF = <GEF = XEDF,
posledni reprezentuje zavér: podobnost trojuhelnikil GCF a EDF.

V Ceské republice se popularizaci programu OK Geometry vénuje I. Strausova. Ve své
dizertaci (Strausova, 2019) ho nékolikrat poufila pfi tvorbé vizualniho diikazu. Kromé toho
spolupracuje se Z. Magajnou na ¢eské verzi programu.

Soubor Konfigurace Plikazy Napovéda

Zadat ‘ Naétrnout Analyzovat Projekt Report ‘

2

A < | > « | - a 531 i 2
Zadani alohy

V roviné jsou dény kruznice k a |, které se protinaji v bodech E a F. Tetna ke

kruZnici | sestrojena v bodé E protina kruZnici k v bodé H (H#£E). Na oblouku EH

kruznice k, Ktery neobsahuje bod F, zvolme bod C ( E#C#H)a priiseéik pfimky CE

s kruznici | ozname D (D?E). Dokate, e trojiheiniky DEF a CGF jsou podobné

a Nahledy

1. Zadani dlohy FE
V roviné jsou dény kruznice k a |, které se protinaji v
bodech E a F. Teéna ke kruznici | sestrojena v bodé E protina
kruznici k v bodé H (HZE). Na oblouku EH kruZnice k, ktery
neobsahuje bod F, zvolme bod C ( EZC#H)a pritsetik pfimky CE s
kruznici | oznaéme D (DZ#E). DokaZte, Ze trojiheiniky DEF a
CGF jsou podobné

2 Rovnost Ghil 1
Uhly CGF a FED jsou shodné

3 Rovnost thlii 2 Zadani ulohy Rovnost Ghid 1

L-Uhly GCF, GEF a FDE jsou shodné
4  Podobnost trojahelnikd
L Trojihelniy CGF a DEF jsou podobné

Velikost nahledu | Zvjraznit | Zesvétiit | Popisky | Unly | Daisi |

Rovnost Ghi 2 Podobnost trojuhelnik(

Obrdzek 9 Relevantni fakta zjisténd softwarem. Ukolem studenta je najit sprdvnou posloupnost.

3.3 Zakladni nastroje GeoGebry

Ackoli téma této dizertace se vztahuje na DGE software obecné, autor této prace i studenti,
ktefi se vyzkumu ucastnili, pouzivali pfi své praci software, ktery je v soucasnosti u nas
nejrozsirenéjsi, totiz GeoGebru. V této sekci se budeme vénovat konkrétnim nastrojim
tohoto programu.

GeoGebra je v této praci pouzita zejména proto, Ze se jednd o volné stazitelny program
tridy DGE. Navic je to program, ktery je pomérné vyspély v integraci nékterych funkci,
typickych pro programy tfidy CAS. Samotny software DGE je zaloZzen na numerickych
vypoctech, zatimco software tfidy CAS je urcen k symbolickému pocitani podle danych
pravidel (je uréen k provadéni algebraickych vypoctd). Zatimco DGE zprostfedkovava
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konstrukci vizualné, CAS muize poskytnout analytické vypocty. Diky integrovanym funkcim
program(l CAS je i GeoGebra v nékterych pfipadech schopna analyticky dokazat reseny
problém v celé jeho obecnosti. GeoGebra, stejné jako vétsSina ostatnich konkurenénich
programll, spojuje vizudlni geometrické konstrukce (geometrické okno) s jejich
analytickymi rovnicemi, pripadné se souradnicemi bod(i. Podle (Hohenwarter, Preiner
2007) je tento program pfistupny k intuitivnimu ovlddani a nevyZaduje od subjektu
pokrocilé schopnosti k efektivnimu zachazeni.

Zminme nékteré funkce softwaru, které umoznuji, aby se fesSeni geometrického problému
stalo do jisté miry experimentalni zaleZitosti:

I.  Pfesnost konstrukce

Zobrazeni geometrického problému s pomoci softwaru je mnohem presnéjsi nez
nejlepsi konstrukce s pomoci pravitka a kruZitka, o nacrtku od ruky nemluvé. To
mUZe vyrazné usnadnit feSeni problému. Student mizZe na zdkladé vizudlniho
vnimani zaregistrovat fakta, ktera by ho jinak nenapadla, napfiklad Ze Ctyfi body lezi
na kruznici nebo Ze dvé pfimky jsou rovnobéiné. Ackoli je presnost grafiky
programu nesrovnatelné vétsi nez jakéhokoli nacrtku, studenti obecné preferuji
stfidani obou prostifedi — obrazovku DGE a soucasné nakresy na papire.

II.  MoZnost dynamicky ménit konstrukci (dragging)
Provedend konstrukce v DGE ma prvky, které jsou takzvané volné, a prvky, které
jsou na postupu konstrukce zavislé. Subjekt mize pohybovat volnymi objekty a
sledovat dlsledky — pohyb na nich zavislych objektl a zmény celé konstrukce. Pravé
tento rys je u tfidy DGE programu nejvice ocenovan, protoze umoznuje zpozorovat
vlastnosti konstrukce, které béhem tohoto pohybu zlstavaji invariantni (a které by
bylo obtizné, ne-li nemozné, zpozorovat ve statickém ndacrtku).

M. Funkce ,,stopa objektu”
Konstrukci mGZeme ménit zcela nahodné, ale i promyslené (napriklad kdyz
pohybujeme bodem po urcité kfivce), a pfitom sledovat, jak se pohybuji zbyvajici
body nebo bod konstrukce. Abychom pohyb zavislého bodu ,zviditelnili“, zapneme
jeho stopu.

V. Méreni a funkce ,,vztah mezi objekty”
Diky softwarovému méreni a dynamické zméné konstrukce mizeme napfiklad
zjistit, Ze délky dvou usecek jsou vidy shodné nebo Ze jsou v pevném poméru pro
vSechny konstrukce, vychdzejici z danych predpokladd. To samé se tyka uhl,
obsahU atd. U takto zjisténych fakt( ale nelze zcela vyloucit, Ze data, ktera
povaZujeme za identicka, se ve skutecnosti lisi (dvé Usecky jsou ,témér” shodné,
ale ve skutecnosti se jejich délka liSi na ¢tvrtém desetinném misté). Proto zavedli
vyvojari GeoGebry funkci ,,vztah mezi objekty”. Ta na zakladé velmi presné
numerické analyzy provéri, zda mezi objekty neni néjaky jednoduchy vztah — dva
uhly jsou shodné, dvé pfimky jsou rovnobézné, tfi pfimky se protinaji v jednom
bodé atd.
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V.  Funkce,locus” a,LocusEquation”

Nastroj Locus (Cesky ekvivalent ,MnozinaBodu“) umoznuje graficky sestrojit
hledanou mnoZinu, pokud zname zpuUsob konstrukce jejiho libovolného
(ndhodného) bodu. Ackoli jsou zde mensi rozdily mezi rlznymi DGE programy,
obecné vypada proces nasledovné (Botana a Valcarce 2003): Jeden bod (tracer)
vykresluje hledanou mnozZinu a pfitom néjak zavisi na bodé, zvaném mover, ktery
predstavuje parametr. Jak se ,mover” pohybuje, vykresluje ,tracer” hledanou
mnozinu.

Funkce ,LocusEquation” (Cesky ekvivalent ,RovniceMnozinyBodu“) je vyspélejsi
forma predchozi funkce. Pouziva se tehdy, pokud chceme presnou rovnici hledané
mnoziny, nebo pokud nevime, jak libovolny bod mnoZiny sestrojit a pouze zname
néjakou geometrickou podminku, kterd ho urcuje, napfiklad Ze paty kolmic
spusténé z hledaného bodu na Ctyfi prfimky lezi na kruZnici. Tato funkce je znacné
pokrocild, a to nejen z hlediska vypocetni sloZitosti, ktera klade nezanedbatelné
naroky na vykon procesoru pocitace, ale také z hlediska teoretického: Matematicka
teorie (vychazejici z tzv. Grobnerovy baze), na které je prikaz RovniceMnozinyBodu
zalozZen, se zacala rozvijet teprve v roce 1965 (Hora, Konigsmarkovd, 2018) a dodnes
je tato oblast pfedmétem Zivého vyzkumu s mnoha dosud nevyreSenymi otazkami.
Je proto pochopitelné, Ze ne vidy je tento prikaz GeoGebry spolehlivy a
v soucasnosti funguje spiSe u jednodussich problém.

3.4 DGE software ve vyuce

Je dobfe znamo, Ze vypocetni technologie maji silny dopad na matematiku jako védu, jejich
dopad na uceni a vyucovani je vSak predmétem stadle pokracujiciho vyzkumu. Vyzkum
pouziti DGE ve vyuce lze rozdélit do dvou zakladnich vétvi — DGE jako prostifedek k uceni a
DGE jako pomocny nastroj pti hledani feseni nebo dlikazu matematického problému. Na
posledné jmenované téma se lze divat z hlediska teoretického (jak Ize pomoc DGE popsat
teoreticky) nebo praktického (redlny dopad softwaru v ramci konkrétnich studii). Stru¢né o
téchto tématech pojedname.

DGE jako prostredek k uceni

DGE software slouzi na Skoldch a univerzitdch predevsim jako model abstraktniho svéta
euklidovské geometrie. Matematika je abstraktni svét v mysli ¢lovéka, a kazdy model, ktery
ho chce pfiblizit, byva ¢asto pouze nedokonalou napodobeninou. Napf. kazda zakreslend
¢ara ma Sirku a tak nemuze byt skute¢nou Useckou. Podobné prisecik dvou ¢ar neni presné
bod, ale mald plocha na papiru.

| software dynamické geometrie ma podobna omezeni. Pokud vSak budeme uvaZovat
vizualni zobrazeni rGznych geometrickych objektl, jsou tyto nedokonalosti pod hranici
lidské rozliSitelnosti. Navic DGE software md mnoho nastrojli, které odkazuji k podstaté
abstraktniho svéta geometrie.

Potencidl DGE k pfechodu od konkrétniho k abstraktnimu se nejlépe ilustruje na dudlnim
charakteru obrazk( geometrickych objektl, které modeluji abstraktni entity. V této
souvislosti se rozliSuje mezi ,,ndkresem” (drawing) a ,obrazem” (figure). Laborde (1993)
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rozliSovala mezi témito pojmy nasledujicim zplGsobem: Nakres se vztahuje na konkrétni
materialni entitu, zatimco obraz se tyka teoretického objektu. V kontextu DGE mUze ndkres
predstavovat konkrétni prekryvajici se geometrické objekty na obrazovce, které se blizce
podobaji zamyslené konstrukci. Obraz vSak odkazuje k platénskému svétu ideji: VSechny
nedokonalosti, jako nenulova Sitka ¢ar nebo nerovnomérné zakfiveni kruznice, jsou v ném
nepfripustné. Navic odkazuje k axiomatické stavbé dané konstrukce, odkazuje tedy ke vsem
konstrukcim, které splfuji dané predpoklady, ne pouze k té konkrétni, kterou mame pravé
na obrazovce. Obraz zachycuje idedlni vztahy mezi geometrickymi objekty. Nastroje, které
DGE nabizi, pomahaji trhlinu mezi obrazem a nakresem vyraznym zplsobem prekonat.
DuleZitou roli vtomto procesu hraje nejen precizni vizualizace, ale hlavné mozZnost ménit
konstrukci podle libosti uZivatele. Strasser (1992) uvadi, Ze tahani objektli v DGE
zprostifedkovava vztah mezi ndkresem na jedné strané a teoretickym obrazem na strané
druhé.

Prvni seridzni vyzkumy, tykajici se zapojeni dynamické geometrie do vyuky, se zacaly
objevovat v 90. letech (Hansen, 2004; Laborde et al., 2006). Nejdfive se vénovala pozornost
znalosti Zakd a na zpUsob jejich uceni. Vétsina téchto studii vychdazela z konstruktivistického
pfistupu k vyuce. V €lanku (Robova, 2012) se uvadi, Ze zkuSenosti u nas i ve svété ukazuji,
ze vyuziti informacnich a komunikaénich technologii muizZe pfispivat ke zkvalitnéni
vyucovaciho procesu, a to predevsim z hlediska aktivizace 7zakd a zvySeni ndzornosti a
efektivity vyuky.

VétsSina vyzkumu, které se zabyvaly dopadem DGE na védomosti a vykony studentd, mély
kvantitativni charakter. Vyuka béhem vyzkumu probihala v nékolika tfidach, z nichz nékteré
tvorily experimentdlni skupinu (vyuka s podporou DGE) a nékteré kontrolni skupinu
(klasicka vyuka). Po nékolikatydenni vyuce byl studentlim predlozen test, ktery mél obé
skupiny porovnat. Vétsina studii (Funkhouser 2003, Hansen, 2004) dospéla k zavéru, zZe
vyuka s podporou DGE byla (nékdy vyraznéji) efektivnéjsi. Nékteré vyzkumy vsak k zavéru
0 vyrazném zlepseni experimentdlni skupiny oproti skupiné kontrolni nedosly, viz napf.
Gawlick (2002) a Hull a Brovey (2004). | tyto vyzkumy ale konstatuji, Ze software nevede
k horsim vysledkdim Zaka ve srovnani s zaky v kontrolni skupiné.

Robova (2012) uvadi, Ze vétSina autorl se shoduje v ndzoru, Ze vyuZivani program
dynamické geometrie rozviji geometrickou predstavivost Zak(, a to zejména diky
dynamickym atributdm programu, vyssimu zajmu Zak( o probirané téma a jejich aktivité.
Rovnéz uvadi, Ze interaktivita softwaru, konkrétné nastroj tahani objektl, ma pozitivni vliv
na predstavivost zakd, nebot software v kratkém case zprostfedkuje studentdm nahled
mnoha geometrickych situaci a prispiva tak k jejich zkusenostem a modeliim, které jsou
zdsadni pro rozvoj predstavivosti. Dlsledkem rozvijeni geometrické predstavivosti za
pomoci dynamické geometrie je vétsSi kreativita zZak( a rozvoj zakovskych kompetenci,
zejména téch, které souviseji s logickym myslenim, Usudkem, vytvarenim hypotéz na
zakladé zkusenosti nebo pouhého odhadu a nakonec s rozvojem abstrakce a argumentace.

Hejny a Kufina (2009) podotykaji, Ze DGE rozsifuje u zak( spektrum izolovanych model(i a
tak si studenti mohou snaze vytvofrit genericky model.
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V nékolika studiich (Arzarello et al. 1998; Bussi a Boni 2003; Paola a Robutti 2004) bylo
zdokumentovano, jak funkce tahani objektl zpfistupriuje studentim logickou zavislost
prvkd konstrukce. Ve studii (Jones, K., 2000) se snazili zaci osmych tfid pochopit
podminénost geometrickych vlastnosti rlznych ¢tyrahelnik(. Narysovali si ¢tyruhelnik do
softwaru dynamické geometrie a s pomoci funkce tahani zacali pohybovat nezavislymi
objekty konstrukce a sledovali chovani zavislych prvkd. Tato zavislost je sice dana
konstrukénim postupem, ale odradzi logickou vazbu mezi predpoklady a dasledky
konstrukce. Zaci tak diky ,,pohybové zavislosti“ objekttl na obrazovce snaze odvodili jejich
logickou zavislost.

DGE tak zakim otvira zcela nové cesty, jak se ucit a jak chapat geometrické objekty. Citujme
z publikace (Laborde et al., 2006, p. 296):

Research on the use of technology in geometry not only offered a window on students’
mathematical conceptions of notions such as angle, quadrilaterals, transformations, but
also showed that technology contributes to the construction of other views of these
concepts. Research gave evidence of the research and progress in student’s
conceptualization due to geometrical activities (such as construction activities or proof
activities) making use of technology with the design of adequate tasks and pedagogical
organization. Technology revealed how much the tools shape the mathematical activity and
led researchers to revisit the epistemology of geometry.

V ¢lanku (Furinghetti a Paola, 2003) se uvadi, Ze diky experimentovani v DGE si studenti
mohou konstruovat ¢asti matematické teorie a prestat se spoléhat na pouhé vizualni
vnimani. DGE v takovych pfipadech zprostfedkovava studentlim vyznam abstraktni teorie.
Experimentovani s DGE zahrnuje podle ¢lanku rGzné arovné, napt. prlzkum konkrétnich
pfipadli, pozorovani pravidelnosti konstrukce, vytvareni domnének, jejich zdlvodnéni
v rdmci matematické teorie. Furinghetti a Paola dale poukazuji na fakt, Ze pfi vyuce nové
latky nestaci samotné zapojeni pocitace, ale je nutnd asistence uditele a peclivé vybrana
volba ,,pedagogické situace” a problém.

Ve stejném duchu upozorniuji ¢lanky (Barcelos et al., 2011) a (Novotna, Jancatik, 2011), ze
ackoli nové technologie maji velky potencidl pfi vyuce matematiky, samy o sobé
nepredstavuji feSeni vzdélavacich probléma. Valentini a Soares, (2005) poukazuji, Ze zména
nenastava v samotné technologii, ale v novych vztazich a moznostech, které umoznuje.
V tomto smyslu je dllezité 1) nové vymezit ¢i “restrukturalizovat” roli uditele a zdka,
2) zaméfit se na proces uceni, nikoli vyucovani, 3) provadét intervence, zaloZené na
pozorovani socialniho a kognitivniho chovani studentu.

Pokud shrneme vysSe uvedené, pak DGE zlepSuje vyuku matematiky jednak tim, Ze
poskytuje model, ktery usnadiuje chdpdani abstraktni geometrie, a pak tim, Ze pouziti
softwaru zvySuje motivaci Zakl pfi vyuce a probouzi jejich zajem. Software vsak musi byt
zakomponovan do vyuky vhodnym zplGsobem.
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Popis pomoci DGE pfti feseni problému — teoretické hledisko

Jak uvadi Arzarello (2008), proces dlikazu mUze byt ve vétsiné pfipad(i rozdélen do dvou
odliSnych fazi — faze vytvareni domnének a faze konstrukce duikazu. V prvni fazi musi
subjekt detailné porozumét zaddani problému a stanovit domnénky, o kterych predpoklad3,
Ze se vztahuji k reSeni. Druha faze, konstrukce dlkazu, se sklada ze zdivodnéni domnének
a jejich propojeni do logického retézce. Edwards (1997) oznacuje fazi produkce domnének
jako “territory before proof”, citujme (Edwards 1997, p. 190):

Itis during this exploratory and testing phase that learners and expert mathematicians alike
apply their intuitions in seeking patterns, follow hunches, testing ideas, and formulating
generalizations that may become conjectures.

Pokud je subjekt pfi feseni problému odkdzan pouze na ,papir a tuzku”, musi v pribéhu
prvni faze spoléhat zejména na svuj dlvtip a znalosti. Jestlize vS8ak mUZe pouzivat nastroje
vhodného DGE softwaru, stava se produkce relevantnich domnének mnohem snazsi. Hlavni
vyhodou DGE softwaru je, Ze mnoho otazek, které subjekt formuluje, miZe zodpovédét
experimentalné a tak si vyraznym zpUsobem usnadnit pfechod od faktl k teoretickému
zdlGvodnéni.

Ptipadové studie (napt. Baccaglini-Frank and Mariotti 2010; Hadas et al. 2000; Healy a
Hoyles 2002; Hoyles a Jones 1998; Leung a Lopez-Real 2002; Olivero a Robutti 2007)
ukazuji, Ze proces dlkazu zacind experimentdlnim prizkumem problému a konéi jeho
zdGvodnénim.

Stejné jako pfi kazdém experimentdlnim zkoumani, i s pomoci softwaru DGE mzeme bud’
objevit zcela novou hypotézu, nebo verifikovat domnénku, kterou jsme formulovali jiz
predtim. Objev nové hypotézy je obvykle cennéjsi nez jeji pouha verifikace, bylo by ale
chybou oznadit verifikaci za formalitu, bez které bychom se v krajnim pripadé obesli. Pokud
domnénka projde testem verifikace, ziskame jistotu a mGZeme napnout vsSechny sily
smérem, o kterém vime, Ze je spravny. Naopak, pokud se domnénka ukaze nepravdiva,
uSetfime si spoustu ¢asu, ktery bychom jinak stravili dokazovanim nééeho, co neplati.

Z obecné prijimaného faktu, Ze deduktivni dikaz je jedinym kritériem, které urcuje
pravdivost tvrzeni, Ize mylné vyvozovat, Ze pokud nemame dlikaz tvrzeni, neméli bychom
byt pfesvédceni o jeho pravdivosti. V redalném procesu reseni Ulohy je vsak poradi , dikaz -
presvédceni o pravdivosti“ ¢asto opacné. Subjekt se nejdfive presvéddi, Ze jista domnénka
je pravdiva, a teprve pak vyvine veskeré usili ji dokazat. Citujme (Polya 1954, p. 83-84):

... having verified the theorem in several particular cases, we gathered strong inductive
evidence for it. The inductive phase overcame our initial suspicion and gave us a strong
confidence in the theorem. Without such confidence we would have scarcely found the
courage to undertake the proof which did not look at all a routine job. When you have
satisfied yourself that the theorem is true, you start proving it.

Ve stejném duchu Villieres (2004) uvadi, Ze v matematickém vyzkumu casto dikazu
predchdzi presvédceni, které je zaloZzeno na kombinaci intuice, ¢astecné empirické
verifikace a logickych argument(, které ale nesplnuji kritéria rigorézniho dlikazu. Studenti,
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ktefi nemaji tolik zkusenosti, mohou s pomoci DGE verifikovat domnénku, aniz by museli
tolik spoléhat na svoji intuici a logiku, a tak ziskat dodate¢nou motivaci a sebedlvéru
k ddkazu. Jakmile jsou studenti presvédceni o pravdivosti domnénky, mohou napnout
veskeré Usili na zodpovézeni otazky, proc je pravdiva.

V nékolika kvalitativnich studiich se jejich autofi pokouseli vymezit typické faze prace
studenta s DGE pfi feSeni problému. V ¢ldanku (Guven, 2008) je uveden velice obecny
postup prace s DGE pfi reSeni problému:

1. Experimentdlni vysledky
Problém zkoumame empiricky s pouZitim softwaru.

2. Postup k dikazu

Identifikujeme klicové ¢asti problému, logicky propojujeme empirickd pozorovani.
3. Dukaz

Z premis deduktivné odvodime zavér.

4. Pripadna zobecnéni
Otdzky, co se stane, pokud od néjakého predpokladu zadani upustime.

| v dalSich studiich (De Villiers 2004; Edwards 1997; Furinghetti and Paola 2003; Marrades
a Gutierrez 2000) se proces dikazu a dokazovani v DGE déli na nékolik fazi. Napfiklad
Furinghetti a Paola rozlisili pfi svém kvalitativnim vyzkumu celkem Sest rliznych fazi, kterymi
studenti projdou pfi dokazovani problému:

1. Pochopeni zadani a jeho preklad do vizualni podoby
DGE v této fazi pomdha interpretovat zaddni spravné.

2. Nahodné prozkoumavani problému
o

S pomoci nastroje ,,tahani objekt(” hledaji studenti relevantni domnénky. (Autofi
poznamenavaji, Ze nastroje DGE vyznamné zesiluji moznosti a kreativitu studenta.)

3. Prvni moment ,heuréka“: Studenti experimentdlné objevuji domnénku.
Studenti se domnénku pokouseji dokazat, k tomu vyuZivaji jak DGE, tak papir a
tuzku.
Druhy moment ,heuréka”: Studenti objevuji cestu, jak domnénku zdavodnit. Pro
tuto fazi je typické, Ze opoustéji DGE a pouzivaji jenom papir a tuzku

4. Nakonec studenti prezentuji své zdlvodnéni jako dedukci vramci euklidovské
geometrie.

Tento kvalitativni popis byl stanoven na zakladé pozorovani nékolika stfedoskolskych
student(l pfi préci s ,,otevienym problémem®.

Mnoho autor(l uvadi, Ze feseni problém( s podporou DGE m{iZze mit pozitivni dopad na
vyuku deduktivniho dlikazu (napf. Pursak et al., 2012), a to zejména z toho divodu, Ze Zaci
mohou pfi formulaci hypotéz argumentovat sice neformadlné, ale efektivné. Tak se mohou
naucit nejenom chapat dlkaz, ale také ho vytvaret. Vyuka geometrie byla jesté v poloviné
20. stoleti prezentovana v klasickém stylu, stavba dikazu smérovala od axiomQ nebo jiz
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dokazanych vét smérem k dokazovanému tvrzeni, pficemz kazdy krok byl presné
zdGvodnén a mél deduktivni podobu. Tato forma vykladu ma ale hned nékolik nevyhod:

1) Student si je vétSinou védom, Ze kazdé tvrzeni této deduktivni stavby je pravdivé,
nemusi vSak chdpat, jak k nému autor reSeni dospél. MGze mu tak uniknout klicova
myslenka, ktera drzi dlikaz pohromadé. Student se tak ¢asto dostdva do situace, kdy
»pro stromy nevidi les”.

2) Motivace studenta zdlUvodriovat néco, o ¢em je presvédcen, Ze je pravdivé nebo
dokonce ziejmé, vyrazné klesd. Zdlvodriovat nékterd tvrzeni az k samotnym
axiomUm je demotivujici.

3) Takovyto vyklad ve vétsSiné pfipad(l vibec neodpovidd tomu, jak reSitel nebo
matematik readlné postupuje. Ten obvykle nejdfive pouzivd argumenty, které se
opiraji o odhad a experiment, a teprve pozdéji se jim snazi dat deduktivni podobu.

Mnoho autorl, zabyvajicich se vyukou matematického dikazu, klade dliraz na posledni
bod: Matematik pti vytvareni dikazu obvykle argumentuje neformalné, micha logické
argumenty a odhad, a i vsamotném duikazu, ktery nakonec formuluje, se upfednostniuje
struénost a jasnost pred naprostou logickou rigoréznosti. Mnoho vyzkumnik(
poznamenava, Ze stejna forma — zdlraznéni neformdlniho pfistupu zaloZeného na
argumentaci a odhadu — by se méla aplikovat i pfi vyuce matematiky a geometrie,
konkrétné citujme (Boero, 2007, p. 9):

Old teaching models (essentially based on learning and repetition of proofs of relevant
theorems as they are written in textbooks) do not fit the current needs of students and
teachers. Moreover, those models showed their inefficiency in the attempt to understand
the role of proof in mathematics and the development of skills related to the production of
conjectures and the construction of proofs by students.

Praveé software DGE umoZiuje a zefektiviiuje neformalni argumentaci, kterd mize nakonec
vést k deduktivnimu dikazu. Dodejme vsak, Ze mezi vyzkumniky neni shoda, zda existuje
kontinuita mezi neformdlni a formalni argumentaci (deduktivnim dlikazem). Jak uz bylo
feceno v sekci 2.3, Pedemonte ukazala jednak pfiklady, kdy je mezi neformalni argumentaci
a deduktivnim dlikazem plynuly pfechod, a jednak pfiklady, kdy je mezi nimi strukturdlni
propast. Je znamo, Ze ne vidy pomoc softwaru staci k vytvoreni validniho dlikazu, a to
navzdory tomu, Ze subjekt objevi hypotézy, které se k feseni problému vztahuiji.

Vedle problému, ktery se tykd prechodu od neformdlni argumentace k deduktivnimu
dlikazu, je zde jesté jiny, totiz zda presvédcivost, kterou je software schopen poskytnout,
neutlumi u Zakd potrebu logického zdlvodnéni. Tato problematika se tykd spise
zacCatecnik( ve vedeni dlkazu, tedy zaka zakladnich a stfednich Skol, neméla by se tykat
vysokoskolskych student(.

Studenti mohou mit problémy preorientovat své chapani geometrie, zaloZzené na vizualnich
vlastnostech objektl, na geometrii, zaloZzené na logickém porozuméni vlastnosti téchto
objektl. Obcas se argumentuje, Ze DGE spiSe podporuje empirické zdlivodnéni a brani
logickému zdavodnéni. Autoti jako Chazan (1993), Healy (2002) a Rodriguez & Gutierrez,
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2006 uvadéji, Ze DGE muzZe predstavovat prekazku k diikazu diky ,,sile presvédcéeni” (power
of conviction,), které jeji nastroje nabizeji.

Toho si v§ima i Villieres (2004). Poznamenava, Ze ackoli lze ziskat s pomoci softwaru vysoky
stupen presvédceni o platnosti domnénky, neposkytuje to subjektu uspokojivé zdivodnéni,
proc tomu tak je:

It merely confirms that it is true, and even though considering more and more examples will
increase one's confidence, it gives no psychological satisfactory sense of illumination - no insight
or understanding into how or why the conjecture is the consequence of other familiar results.

Proto, uzavird Villieres, verifikace nebo presvédceni o spravnosti domnénky nemuze byt
hlavni motivaci studentova snazeni. Tim musi byt otdzka, pro¢ je domnénka pravdiva a jaké
(deduktivni) argumenty ji objasnuji. Pokud studenti nebudou motivovani takovym
zplUsobem, skutecné se muze stat, Ze software bude branit formalnimu zd{vodnéni, o
kterém si studenti budou myslet, Ze je nepotfebné.

Shrime vysSe uvedené: Software DGE pomahd pfi feSeni geometrického problému
predevsim proto, Ze relevantni hypotézy a domnénky lze objevit nebo verifikovat na
zakladé experimentu. VSechny pripadové studie, které popisovaly konkrétni pomoc
softwaru, mély stejnou strukturu: Zacinaly experimentdlnim zkoumanim a skoncily
logickym zdlGvodnénim feSeni. Pomoc softwaru pfi formulaci presného deduktivniho
zdGvodnéni vsak nemusi byt dostatecna: jedna véc je objevit hypotézy, které souviseji
s feSenim, druha véc je jejich logické zdlvodnéni v ramci matematické teorie. U nékterych
studentll mlze presvédcivost, kterou DGE poskytuje, vést k tomu, Ze nebudou dikaz
povaZovat za potfebny. Proto maji byt studenti dlsledné vedeni k tomu, aby hledali
dlvody, proc je tvrzeni pravdivé, a ne zda je pravdivé.

Konkrétni vyzkumy: Jak vyrazné DGE usnadnuje diukaz?

V této Casti uvedeme nékolik vyzkumda, zabyvajicich se konkrétnim dopadem pouZiti
softwaru na studenty, ktefi méli za ukol hledat logické zdGvodnéni matematického
problému.

Literaturu, zabyvajici se vlivem DGE na feSeni problém, lze rozdélit do tfi kategorii
(Robova, 2013): 1) vliv DGE na postoje a motivaci Zzakd a ucitell k dokazovani, 2) vliv DGE
na objevovani a provérovani hypotéz, 3) vliv DGE na dokazovani hypotéz. Tyto kategorie
postupné projdeme.

Vyzkumy, zabyvajici se vlivem softwaru na postoje a motivaci Zzakd, pouzivaly kvalitativni
metody, jako jsou dotazniky, rozhovory se studenty a uciteli a videonahravky vyucovacich
hodin. Jejich cilem bylo zaznamenat zménu postoju zaka pred vyukou a po vyuce.

Hull a Brovey (2004) se zabyvali otazkou, jak integrace DGE softwaru (konkrétné
Geometer’s Sketchpad) ovlivni postoje 74ak( devatych tiid ke geometrii. Zaci dostali pred
experimentalni vyukou a po ni dotaznik, ktery mél identifikovat jejich postoj k dlikaziim.
Vyzkum sice nezaznamenal vyznamné rozdily ve védomostech student(, ale vyplynulo
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z néj, Ze studenti po vyuce s podporou DGE dikazlim vice véfi, tj. jsou vice presvédceni o
pravdivosti matematického tvrzeni diky tomu, Ze si ho mohli provéfit v softwaru DGE.

Podobny vyzkum provedl Abdelfatah (2011), tentokrdt na studentech ucitelstvi
matematiky. Vyuka probihala ¢tyfi tydny, dotazniky byly studentim dany pred vyukou a po
vyuce. Abdelfatah dospél k zavéru, Ze studenti po experimentalni vyuce vice ocenovali
matematické duikazy z hlediska porozuméni, tedy pro¢ a zjakych davodl je dana
geometricka véta pravdiva.

Oba tyto vyzkumy jsou v souladu s tezi, Zze DGE software jakoZto jisty model euklidovského
svéta doddva abstraktnim matematickym vztahlm konkrétni vyznam a tim usnadnuje jejich
chapani.

Druha kategorie vyzkumG DGE se zaméruje na objevovani a verifikaci hypotéz. Robova
(2013), stejné jako dalsi autofi (Leung, Baccaglini-Frank, Mariotti, 2013), uvadéji, ze
nejefektivnéjSim a nejpouzivanéjSim ndstrojem softwaru pro vytvareni a provérovani
hypotéz je funkce tazeni geometrického objektu po nakresné (dragging).

Dopadem této funkce na objevovani a verifikaci hypotéz se zabyvali dalsi vyzkumy, napf.
Gawlick (2002) proved! vyzkum s pomoci experimentalni vyuky s DGE a kontrolni (klasické)
vyuky. Dosel kzavéru, Ze ackoli experimentdlni skupina nedosahla lepsich vysledkd
z hlediska dovednosti a védomosti, byla vyznamné lepsi v Ukolech, kdy se mél objevit vztah
mezi geometrickymi objekty. Zavérem bylo, Ze DGE vyznamné usnadiuje vytvareni
hypotéz, ale ne jejich zdlvodnéni.

Stejnou otazkou, tedy zda funkce tahdni objektl usnadnuje formulaci hypotéz, se zabyval
Gillis (2005). Experimentdlni skupina pracovala s DGE bez omezeni, zatimco kontrolni
skupina sice pouzivala stejné softwarové prostredi, ale nemohla v ném pohybovat objekty,
pracovala ve statickém prostredi. Gillis dosel ke dvéma zdvérim. Prvni se tykal pfimo jeho
vyzkumné otdzky, totiZz poznatku, Ze studenti v experimentalni skupiné dosahli s pomoci
nastroje tazeni objektd lepsich vysledkl v produkci relevantnich hypotéz nez z4ci, ktefi méli
pouze statickou reprezentaci konstrukce. Druhy zavér byl, Ze studenti neméli potrebu
dokazovat své hypotézy, nebot byli diky softwaru presvédéeni o jejich spravnosti. Toto
nebezpedi jsme ui zminili v pfedchozi sekci. Jedno z moZnych feSeni této situace je
motivovat Zaka k odpovédi, pro¢ je domnénka pravdiva, nikoli k odpovédi, zda je pravdiva.
Dodejme, Ze Gillis pracoval s Zaky v matematice priimérnymi nebo podprimérnymi a lze
tedy predpokladat, Ze to jejich nizkou potrebu zdlGvodnéni ¢astecné vysvétluje.

Treti kategorie vyzkumuU se zabyvala vlivem DGE na logické zdGvodnéni (dikaz) hypotéz.
Marrades a Gutierrez (2000) se zaméfili na otdzku, zda experimentdlni ¢innost student(
s matematickymi objekty v DGE vede k formalnimu deduktivnimu ddkazu. Dospéli k zavéru,
Ze studenti jsou diky prostfedi DGE vice motivovani otazkou pro¢ a zjakych divodu
dokazované tvrzeni plati, potfebovali vSak znaéné mnozstvi ¢asu, nez byli schopni prejit od
empirické faze k fazi deduktivni.

Studie (Kilic, 2013) se zabyvala vlivem DGE na rozvoj geometrického mysleni. Kontrolni
skupiné (klasickd vyuka) a experimentalni skupiné (vyuka s DGE) byl dan test pred zacatkem
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vyzkumu a po jeho skonceni. Podle zavérecného testu dosahla experimentalni skupina
vyrazného zlepSeni oproti kontrolni zejména v testech dokazovani. Ackoli tento vyzkum se
tykal vlivu DGE na dokazovani uloh (ktery je podle ni pozitivni), nekryje se s vyzkumnym
problémem této dizertace, nebot zminovany vyzkum prokazal, Ze vyuka sDGE je
efektivnéjsi (konkrétné, studenti po ni byli lepsi v dokazovani vybranych uloh), zatimco nés
zajima zpUsob vyuziti DGE pfimo pfi reSeni geometrického problému. Objektem Kilicovi
studie byli studenti stfednich skol.

Robova (2013) uvadi viastni zkusenosti s pouzitim DGE u studentl MFF UK. Stejné jako jini
autofi i ona rozliSuje tfi faze prace s DGE 1) experimentdlni prizkum problému 2)
formulovani hypotézy a 3) dlkaz. Robova poznamendva, Ze uz druha faze, tedy nalezeni
relevantni hypotézy, je pro nékteré studenty narocnd a Casto se neobejde bez pomoci
ucitele nebo vzajemné diskuze student(. Dosazeni plnohodnotného dlkazu studenty (treti
faze) je vétSinou mozné jen s vyraznou pomoci uditele, citujme:

Posledni etapa — ovéreni a teoretické zdiuvodnéni objevenych vztahi — md prevdzné
dobré znalosti, ale i vysokou uroven jejich logického mysleni. Na zdkladé zkusSenosti z vyuky
mdZeme fici, Ze ke zdivodnéni, resp. dukazu, potrebuji studenti vyraznou pomoc ucitele,
ktery miZe dukaz rozdélit do dilcich krokt, umoZriuje-li to podstata problému. Prechod od
experimentdlini Cinnosti studentu k formulovdni deduktivniho diukazu je casové velmi
ndrocny, pricemZ jen nékteri studenti dospéji k dukazu vlastnim usilim, a to pfedevsim jen v
jednodussich matematickych problémech. Vyraznou roli v deduktivni fdzi hraje souvislost
reseného problému s dosavadnimi znalostmi student( i jejich matematicky nadhled nad
danym problémem.

Robova uzavira svij ¢lanek pozndmkou, Ze programy DGE pomadhaji k osvojovani a rozvijeni
matematickych poznatkd a rovnéz pomahaji k objeveni a verifikaci matematické hypotézy.
Jednoznacny zavér ohledné role DGE pfi (formdlnim) logickém zdlvodnéni hypotézy vsak
podle ni nelze zatim stanovit.

3.5 Shrnuti

DGE software je vybaven mnoha nastroji, které Ize vyuzit pfi hledani feSeni problému a jeho
logického zdlvodnéni. PouZiti nékterych nastroji neni narocné, staci znat jejich
matematicky vyznam, osvojeni jinych si vyZzaduje ¢as a zkuSenosti. Napriklad k dspésnému
pouzivani funkce ,tahani objektd” si subjekt musi projit tzv. instrumentalni genezi, béhem
niz se naudi, jak tento nastroj efektivné pouzivat.

Panuje shoda, Ze vyuka s podporou DGE je efektivnéjsi nez klasicka vyuka, nebot software
zvySuje motivaci Zak( a vede k vétsi nazornosti latky. Software vsak musi byt do vyuky
vhodné a promyslené zakomponovéan, jeho samotné zarazeni bez ziejmého Ucelu ke
zlepseni vyuky nevede.

Vramci teorie by mél software usnadnovat dosazitelnost logického zdGvodnéni
geometrického problému, predevsim proto, Ze na relevantni domnénky a hypotézy lze pfijit
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experimentalné. V redlnych situacich tomu tak vzdy neni. Hlavni prekazkou je, Ze ne vidy
se studentim povede logicky zdlvodnit hypotézy, které objevili s pomoci softwaru,
pfipadné z téchto hypotéz nejsou schopni vytvofit deduktivni retéz. Proto pomoc, kterou
DGE poskytuje studentim, ktefi se uci vést deduktivni dlkaz, neni jednoznacna a je
predmétem pokracujiciho vyzkumu.

Jestlize pomoc softwaru pfi hledani pfesného dikazu neni zfejma a jednoznacna, je zde
otazka, zda software alespon usnadriuje objev relevantnich hypotéz. Vétsina vyzkuma se
shoduje, Ze tomu tak opravdu je. Tyto vyzkumy vSak nemazeme pokladat za pfilis priikazné,
protoZe hypotézy, které v téchto vyzkumech studenti hledali, nebylo tézké najit, stacila
k tomu pouhad znalost softwaru. Touto problematikou se budeme vice zabyvat v nasledujici
kapitole.
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4 Formulace vyzkumnych otazek a jejich teoreticky ramec

V této kapitole shrneme nejpodstatné;jsi informace z predchozich ¢asti prace a na jejich
zakladé pak zformulujeme tfi otazky, na které se ve vyzkumu zamérime.

Z ¢lank(, zabyvajicich se rfeSenim problémi s podporou DGE a uvedenych v predchozi
kapitole, plyne, Ze DGE usnadniuje formulaci hypotéz, a to predevsim diky funkci tahani
objektl (dragging). Objektem naprosté vétsiny téchto vyzkum( byli stfedoskoldci (napft.
Marrades a Gutierrez, 2000), ktefi neresili pfiliS obtizné problémy, a navic byly tyto
problémy zvolené tak, aby Slo funkci tahani objektl efektivné a jednoduse vyuzit. Jinymi
slovy, k pouziti této funkce zadani problému pfimo vybizelo a fesitel proto k aplikaci této
funkce nemusel vyuZivat néjakého davtipu.

Ackoli tyto vyzkumy vétSinou potvrzuji efektivitu softwaru s ohledem na formulaci hypotéz,
vliv softwaru na dosaZitelnost logického zdlvodnéni neni jednoznacny, napf. (Gawlick,
2002) nebo (UPVM, 2015). Domnénky, formulované diky ndastrojim softwaru, nejsou
studenti ¢asto schopni vyuzit tak, aby na jejich zakladé vytvofili deduktivni dikaz.

Vyzkumy, jejichZ objektem byli budouci ucitelé matematiky, tento jev potvrzuji jenom s tim
doplnénim, Ze nejen logické zdlvodnéni, ale i nalézani relevantnich hypotéz s pomoci
softwaru neni pro studenty nijak snadné (Robovd, 2013). Caste¢né to je jisté tim, Ze

vevys

tak jednoduse, jako tomu bylo ve vyzkumech, zamérenych na stfedosSkoldky.

Prvnim vyzkumnym cilem této dizertace bude tyto poznatky verifikovat na zakladé
kvantitativnich dat urcitého vzorku studentl pedagogické fakulty. Poskytneme data ke
dvéma Uzce souvisejicim otdzkam l.a a |.b, které budeme chapat jako dilci ¢asti obecné
prvni vyzkumné otazky, totiz otdzky, zda software pomaha pfi hledani logického
zdGvodnéni geometrického problému. Otazky si pfipomeneme:

l.a.  Napomdahd pouZiti softwaru DGE k objevu relevantnich faktd, vztahujicich se k reseni
problému, ve srovndni s prostredim ,papir — tuzka“?

I.b.  Napomdadhd pouZiti softwaru DGE k nalézani deduktivniho zdivodnéni reseni ve
srovndni s prostredim ,papir — tuZzka“?

Druha otazka se zabyva pri¢inami, pro¢ studenti nejsou schopni dosahnout duikazu
navzdory pomoci softwaru:

Il Jaké jsou priciny selhdni student( pfi hleddni diikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pripadech dostatec¢na?

Odpovéd na vyse poloZzenou otazku bude mit spisSe kvalitativni charakter.

Treti vyzkumna otdzka Uzce souvisi s otdzkou l.a. Jak jsme jiz uvedli, ¢im je problém
narocnéjsi, tim obtiznéjsi je ziskat relevantni fakta a na jejich zakladé formulovat hypotézy,
vztahujici se k reSeni. Citujme v této souvislosti z ¢lanku (Robova, 2013), ktery mimo jiné
pojednava o efektivité DGE pri hledani diikazu u vysokoskolaku:
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... etapa objeveni a zformulovdni hypotézy je pro nékteré studenty ndrocnd, a proto zde
hraje ddleZitou roli pomoc ucitele opét ve formé vhodné formulovanych otdzek, pripadné
diskuze se spoluzdky. K samostatnému objeveni obtiznéjsiho poznatku dospéji predevsim
nadani studenti.

Vznikd zde proto otdzka, jak narocné je objevit relevantni fakta v prostfedi DGE a jaké
naroky tato dovednost klade na predchozi znalosti a schopnosti fesitele:

Il Jakym zplsobem studenti objevuji relevantni hypotézy v prostredi softwaru
dynamické geometrie? Staci, pokud student pouZivd ndstroje programu
mechanicky, tj. bez néjakého planu, nebo se na hleddni hypotéz vyznamné podili
jeho znalosti a logické uvaZovani?

Treti otazku rozdélime na tfi podotdzky. Prvni podotazka zni:

lll.a.  Jak Ize kategorizovat riizné zpusoby objevovdni relevantnich fakti a hypotéz
v prostfedi dynamické geometrie s prihlédnutim k tomu, jak vyrazné se na téchto
objevech podili fesitelova invence a znalosti?

K zodpovézeni této podotazky vytvofime model, na jehoz zdkladé budeme v ramci vyzkumu
sledovat vyskyt a relativni Cetnost jednotlivych kategorii.

Druha podotazka otdzka zni:

lll.b.  Jaka je Cetnost vyskytu jednotlivych zplisobu objevovdni? Konkrétné, jak vyrazné se
na objevu hypotézy podili fesitelovy znalosti a logika?

Treti podotazka je:

lll.c.  Existuje souvislost mezi zplisobem objevu relevantnich fakti a uspésnosti pri reseni
problému?

Poznamenejme, Ze pojmy jako ,hypotéza“, ,relevantni fakta“ a ,domnénka“, které jsme
pouzili pfi formulaci otazek a které budeme pouzivat i nadale, chapeme jako synonyma.
Jsou to priklady tvrzeni, které se vyskytuji v ramci logického fetézce Uvah mezi zadanim
problému a jeho vyreSenim. Detaily byly uvedeny v sekci 2.3.

4.1 Teoreticky ramec prvni vyzkumné otazky

l.a.  Napomdhd pouziti softwaru DGE k objevu relevantnich faktd, vztahujicich se k reseni
problému, ve srovndni s prostredim ,,papir — tuzka“?

I.b.  Napomdadhd pouZiti softwaru DGE k nalézani deduktivniho zdivodnéni reseni ve
srovndni s prostredim ,papir — tuZzka“?

Jak uZ bylo feceno, podle mnohych vyzkumd DGE usnadniuje produkci relevantnich
hypotéz. Naprostd vétsina téchto vyzkumu se vSak vyznacovala dvéma rysy:

e Byly zaméreny na stfedoskoldky (Marrades a Gutierrez, 2000) nebo zakladni Skoly
(UPVM, 2015).
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e Kobjevu relevantnich hypotéz stacilo, aby student technicky zvladal nastroje
softwaru.

V pripadé druhé podotdzky (dosazitelnost deduktivniho zd{ivodnéni) literatura zddraziuje
predevsim dva faktory:

e Deduktivni dikaz je velice obtiznou latkou, kterou zvladne bez pomoci jenom mald
Cast stfedoskolaka.

o Ackoli z teoretického hlediska by méla byt pomoc softwaru velka, ve skute¢nosti ve
znacné Casti pripadld neni dostatecna. Nejde jen o to, Ze Zaci nemusi byt schopni
nalézt hypotézy, vztahujici se k feseni. Problémem je také to, Ze Zaci musi prekonat
bariéru mezi neformdlnim zdlUvodnénim, opirajicim se o empiricka fakta a
pravdépodobnostni argumenty, a zdlivodnénim, zaloZzeném na matematické teorii
a prisné deduktivnim uvazovani. V ¢ldanku (Pedemonte, 2007) Ize nalézt nékolik
ilustraci tohoto problému.

Vyzkum prezentovany v této praci se od zminovanych praci lisi ve dvou ohledech: 1) Je
zaméren na vysokoskoldky — budouci ucitele matematiky, které nelze povaZovat za
matematické zacatecniky 2) Vyzkum se zabyva pomoci, kterou software poskytuje, ve
srovnani se situaci, kdy studenti pomoc tohoto softwaru pouzivat nebudou. Vétsina
poznatkl souvisejicich s touto problematikou byla ziskavana tak, Ze vyzkum probihal cely
vramci DGE, pfipadné, Ze studenti byli rozdéleni do dvou skupin — experimentalni a
kontrolni, a ty byly porovnavany. V této dizertaci je experiment provadén tak, Ze titiz
studenti fesi stejné problémy ve dvou prostiedich: nejdfive v klasickém (papir, tuzka), a
nasledné, pokud problém nevyresi, s podporou DGE. Takové usporadani experimentu ma
své vyhody i nevyhody (viz sekce 6.1.2).

4.2 Teoreticky ramec druhé vyzkumné otazky

I Jaké jsou priciny selhani studentl pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pripadech dostatec¢na?

V této sekci uvedeme strucné nékteré poznatky, které pojednavaji o potizich studentt
s dikazy obecné. Na tomto zakladé poté zpresnime vyse uvedenou otdzku tak, aby byly
jasné faktory, které budeme sledovat s ohledem na to, jakou pomoc DGE software mize
studentlm poskytnout.

Je vseobecné znamym faktem, Ze matematicky dikaz je tézkou latkou na vSech urovnich
vzdélavaciho procesu. Napfiklad autofi studie (Maarif, et al., 2019) uvadéji, ze v jejich
vyzkumu pouze 6,67% studentll ucitelstvi matematiky bylo schopno dokoncit nepfimy
dlkaz a 13,33% uspésné dokoncilo pfimy dlikaz. Hlavnimi pfi¢inami nedspéchu student(
jsou podle této studie:

e Obtize s geometrickou reprezentaci problému (studenti nebyli schopni nakreslit
spravny nacrtek, na jehoz zakladé se odvijeji dalsi uvahy)

e Obtize v chapani podminkové véty (,Jestlize..., pak... . Dokazte”)
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Obtize s vytvarenim relevantnich domnének
Obtize se spravnou formulaci domnénky

Obtize s logickou ndvaznosti hypotéz a s vytvorenim (formalniho) dikazu

Studie (Croy et al. 2007) vymezila problémy budoucich ucitel( nasledovné:

Studenti vyuZivaji v dikazu induktivni argumenty (nedplind indukce).
Vychazeji z predpokladi, které nejsou dokazany.

Predpoklady, na kterych stoji jejich zdlvodnéni, nejsou korektni.

Mezi obecné a hlavni pfi¢iny nedspéchu studentl pfi hledani diikazu patfi nedostatecné
znalosti, neschopnost je aplikovat, a nakonec nedostatek zkuSenosti. Citujme (Maarif, et
al., 2019):

The lack of experience and knowledge of geometrical proof with axiomatic system was a
major cause of mathematics-teaching-students.

Ve studii (Daguplo, 2017) je konstatovdno, Ze mnoho stfedoskolskych studentld neni
schopno dokazat ani jednoduché problémy. Studie rovnéz poukazuje na problémy studentt
pfi vytvareni deduktivniho retézce, spocivajiciho v logické ndvaznosti znamych fakt(
za pomoci matematické teorie. Identifikuje Ctyfi obecné oblasti, do kterych spadaji
problémy studenttd s provadénim dakazl. Jsou to:

Geometrické zaklady studentll (znalost metod a strategii dokazovani, teoretické
znalosti).

Postoj a zajem studenta, afektivni vztah k dlkazu. (Studenti, ktefi se o dlkazy
nezajimaji nebo je povazuji za nepotrebné, dosahuji horsich vysledkd, nez studenti,
kteri v dikazu vidi smysl.)

ZkusSenosti nebo prilezitosti k vytvareni dikaz(. (Studenti, ktefi jsou nezkuseni ve
vytvareni dlkazl, dosahuji vyrazné horsich vysledkd. Daguplo v této souvislosti
poznamenava, ze jednim z hlavnich ukoll matematickych kurz(i na univerzité je
seznamit studenty s dlikazy, véetné jejich tvorby.)

Logické a deduktivni uvaZovani (Daguplo poznamenava, Ze jednim z dlivodd nizké
urovné deduktivniho uvaZovani studentd muZe byt jejich nezkuSenost s
matematickymi problémy.)

Data pro odpovéd na nasi druhou vyzkumnou otazku jsme ziskali tak, Ze jsme studentim
poskytovali odstuprfiovanou pomoc a sledovali, do jaké miry bude dostatecnd. Jednotlivé
faze pomoci byly:

1. faze: Student resi problém samostatné v prostredi ,papir, tuzka“, bez pomoci DGE.

2. faze: Student fesi problém samostatné s pomoci DGE.

3. faze: Student resi problém s podporou DGE, pficemzZ jsou mu prozrazena relevantni

fakta, kterd souvisi s feSenim problému.

4. faze: Student dostane seznam teorému, které se vztahuiji k feseni.
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Prvni a druha faze slouzi k zodpovézeni prvni vyzkumné otazky, zbylé dvé faze slouzi
k zodpovézeni druhé otdzky. Podle toho, vjaké fazi student svlj dikaz (ne)dokoncil,
urcujeme, jaké byly jeho problémy.

4.3 Teoreticky ramec tieti vyzkumné otazky

lll.a.  Jak Ize kategorizovat rizné zplsoby objevovdni relevantnich fakti a hypotéz
v prostredi dynamické geometrie s prihlédnutim k tomu, jak vyrazné se na téchto
objevech podili fesitelova invence a znalosti?

lll.b.  Jaka je Cetnost vyskytu jednotlivych zplisobu objevovdni? Konkrétné, jak vyrazné se
na objevu hypotézy podili fesitelovy znalosti a logika?

lll.c.  Existuje souvislost mezi zplisobem objevu relevantnich fakti a uspésnosti pri reseni
problému?

Autorovi prace nejsou znamy vyzkumy, které by se timto tématem zabyvaly. Vzdalené s nim
souvisi otazka, zda DGE usnadnuje produkci relevantnich hypotéz. Rozdilii mezi touto
otazkou a otazkami zde prezentovanymi je nékolik. Za prvé, nasim cilem je vzit do Uvahy i
cestu, kterd vedla subjekt k objevu hypotézy. VétsSina vyzkum( se touto otazkou
nezabyvala. Za druhé, hypotézy, které studenti hledali v rdmci prezentovanych vyzkumi,
nebylo tézké objevit, nebot k tomu stacily znalosti nastrojii softwaru. Studenti pouze
s pomoci softwaru hledali odpovéd na otazku, poloZenou v zaddni. Nakonec, vétsina studii
zamérenych na tuto problematiku byla orientovdna na stfedni skoly a studie se nevénovaly

vevys

Otdzku lll.a. zodpovime a priori jako teoreticky konstrukt, ktery nazveme ,Upraveny
ToulminQv Model” (UTM). Tento model vychazi z klasického Toulminova modelu (sekce
2.3) a z vlastni autorovy praxe. UTM uvedeme samostatné v nasledujici kapitole.
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5 Kategorizace zpiisobu objevu hypotéz v prostiredi dynamické
geometrie: Upraveny Toulminuv Model

V sekci 2.3 jsme predstavili Toulmindv Model (TM), ktery nam slouzil k obecnému popisu
feSeni matematického problému, a uvedli jsme, Ze na matematické zdlivodnéni lze pohlizet
jako na sekvenci tvrzeni. Ukolem feitele je objevit tato tvrzeni a deduktivné je propojit. Ne
vzdy vedou subjekt k objevu téchto tvrzeni ryze deduktivni argumenty. V ramci TM jsme
rozlisili tfi kategorie argument(, které mohou vést k objevu relevantniho tvrzeni:

e Deduktivni uvaha
e Heuristicka uvaha
e Empiricky, experimentdlné nebo vizualné objevena fakta

Se softwarem dynamické geometrie milzZe subjekt zodpovédét mnoho otdzek
experimentéalné. Clovéku, ktery ma zkuSenosti v jeho pouZivani, se tak otviraji nové
pfistupy a strategie k feseni problému. To vedlo nékteré autory, napf. (Hohenwarter et al.,
2019), k zavedeni pojmu ,kooperativni uvaZovani“ (cooperative reasoning). Tento pojem
vyjadfuje, Ze schopnosti a efektivni strategie, které muze rteSitel pouZit pri reSeni
s podporou DGE, jsou jiné, nez strategie, které Ize aplikovat v prostfedi papir-tuzka. Ne vidy
jde o kladny pfinos. MUzZe se stat, Ze presvédcivost a efektivita nastroji softwaru snizi
v oCich studentd dllezitost matematického zdlvodnéni a jejich Usili se zaméfi pouze na
objevovani domnének, které nebudou ddle dokazovat. Zde vSak tento pojem budeme
chapat pozitivné ve smyslu, Ze software usnadnuje dosaZitelnost logického zdlvodnéni.

Hlavnim smyslem predklddaného UTM je vice strukturalizovat posledni bod klasického TM,
totiz ,Oddvodnéni tvrzeni na zdkladé empiricky nebo vizudiIné zjisténého faktu”. UTM je
zalozen jak na publikované literature, tak na autorové vlastni praxi ve vyuzivani softwaru
k feSeni uloh.

Kapitola je rozdélena do ¢tyr sekci. Nejdfive uvedeme teoreticky popis interakce software
— fesitel, ktery neni jednosmérny. Nasledovat budou typické zplsoby pouziti nékterych
nastroju softwaru. Poté detailné predstavime UTM, jehoZ smyslem je kategorizovat akce
subjektu v prostredi softwaru s ohledem na to, zda pfi jeho pouziti sledoval néjaky zamér,
a pokud ano, jaky. Nakonec uvedeme tfi ilustrativni pripady, v nichz autor préace resil
s pomoci softwaru ndroc¢néjsi geometrické problémy. Na nich bude ukdzano, jak Ize cely
proces reSeni popisovat v ramci UTM.

5.1 Popis interakce subjektu se softwarem

Na prelomu tisicileti nékteri autofi zdlirazriovali, Ze prace se softwarem neni jednosmérna,
napft. (Arzarello, 2000; Olivero, 1999). Uvedme typicky priklad. Student s pomoci softwaru
prozkoumava konstrukci, to ho dovede k postfehnuti jistého detailu (napfiklad, ze dvé
primky jsou kolmé), tento detail konfrontuje se svymi znalostmi a na tomto zdkladé odvodi
hypotézu (napfriklad Ze jisty bod konstrukce se vzdy pohybuje po kruznici). Tuto hypotézu
s pomoci softwaru ovéri, a pokud se ukaze spravna, zahrne ji do predpokladd. Opét zacne
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prozkoumavat konstrukci a cely proces se opakuje. Jinymi slovy, jsou situace, kdy se tézisteé
a software slouzi pouze jako prostfedek ovérovani. Prvni situace jsou v ¢lanku (Arzarello et
al, 2002) oznacovany jako ,Ascending processes”, druhé jako ,Descending processes”.
Citujme:

These computer-supported practises can be framed within a cognitive evolution back and
forth from perceptions to abstract ideas; in fact, there are two main cognitive typologies,
which can be differently faded according to the concrete situation (Saada-Robert, 1989;
Arzarello, 2000; Olivero, 1999):

Ascending processes, from drawings to theory, in order to explore freely a situation, looking
for regularities, invariants, etc.

Descending processes from theory to drawings, in order to validate or refute conjectures,
to check properties, etc.

Ascending and descending processes shown by dragging practises in Cabri reveal cognitive
shifts from the perceptual level to the theoretical one and back in students' mathematical
activity. Ascending and descending modalities vary during the performance and mark also
the way subjects look at what is considered as given and at what is supposed to be found.

Jinymi slovy, , Ascending process” popisuje stav, kdy subjekt vychazi od faktd, ziskanych
s pomoci DGE, a konfrontuje je svlastnimi myslenkami, domnénkami a znalostmi.
»,Descending process” pak oznacuje stav, kdy subjekt vychazi od svych myslenek a hypotéz
a snazi se je s pomoci softwaru verifikovat. JeSté jednoduseji Ize fict, Ze , Ascending
process” oznacuje hleddni hypotéz v ramci softwaru a ,Descending process” jejich
verifikaci.

Pro UTM je z vySe uvedeného podstatné nejen to, Ze musime rozliSovat mezi akcemi
resitele, které vedou k objevu domnénky, a akcemi, které slouzi k jeji verifikaci, ale také, ze
mnoho fakt(, ze kterych resitel vyvozuje dlsledky, mize mit empirickou povahu. Typickym
pfikladem je abdukce (sekce 2.3).

5.2 Zpisoby pouZziti nékterych nastroji DGE

Nastroje DGE mUze resitel pouzivat s rliznou Urovni dlvtipu, promyslenosti a Ucelnosti.
Tato Cast pojednavd o poznatcich z literatury, zabyvajici se typickymi zplsoby pouziti
nastroji dynamické geometrie — tzv. médu. Jde predevsim o dvé funkce — tahani objekt(
(dragging) a méreni objekta.

Funkce tahani objektd byla popsana v sekci 3.3. Zdliraznéme, Ze tato funkce je ve vsech
studiich pokladana za zakladni, definujici, charakteristicky rys softwaru DGE (Arzarello et al.
2002; Baccaglini- Frank and Mariotti 2010; Holzl 2001; Laborde 2002; Leung 2011). Je
zfejmé, Ze pokud je konstrukce v pohybu, je mnoho jejich vlastnosti mozné objevit vizudlné,
na zakladé kontrastu a identifikace vlastnosti, které si v pribéhu tohoto pohybu konstrukce
ponechdva. Objevit stejné vlastnosti ve statickém naértku na zakladé vizualniho vnimani
neni prakticky mozné:
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In the context of dragging, certain characteristics change and other remain the same, and
these behaviors are generally guided by the definition of the geometrical object. In static
situation, one must know in advance which characteristics are unique to the geometrical
object and will remain invariant according to its definition (Hollebrands, 2007).

V pripadové studii (Furinghetti a Paola, 2003) bylo zkoumano, jakym zplsobem vyuZivaji
tuto funkci studenti pfi feSeni problému. Bylo pozorovano, Ze z pocatku ji pouZivali
nahodile, ale poté, co objevili domnénku, pouzivali tuto funkci promyslenéji a za
konkrétnim ucelem. Holzl (2001) diskutoval dva odlisné zplsoby, jak Ize funkci tahani
objektl pouzit: ke kontrole vlastnosti konstrukce (,,drag to check”) a za ucelem objeveni
nové vlastnosti (hypotézy).

Arzarello v ¢lanku (Arzarello et al., 2002) zpUsoby pouziti funkce tahani objekt( rozpracoval
detailnéji: Vytvofril rizné kategorie pouZiti tohoto nastroje, které se uplatiuji v riznych
situacich. Napfiklad, pokud student prozkoumava problém bez jasného zaméru, pouziva
»wandering dragging” (nahodné tahani). ,,Bound dragging” (vdzané tahani) predstavuje
pohybovani bodem, ktery je néjak omezen, napfiklad lezi na pfimce. Tento zplsob muze
byt pouZit jak pfi hledani hypotézy, tak pfri jeji verifikaci.

Kompletni seznam obecnych modalit (kategorii) pouZiti tohoto nastroje vypadda podle
Arzarella takto:

e Wandering dragging (ndhodné tahdni): pohybovani nezavislymi body na obrazovce,
bez pldnu, za ucelem objeveni zajimavych konfiguraci nebo vzorl v konstrukci

e Bound dragging (vdzané tahdni): pohybovdni bodu, ktery je vdzany na urcity objekt,
napfiklad na pfimku

e Guided dragging (fizené tahdni): tahdni nezavislymi body za uUcelem dostat
konkrétni tvar konstrukce. Tato modalita se pouZiva nejcastéji pri prizkumu
problému.

e Dummy locus dragging (tahdni po skryté mnoZiné ©): pohybovdni nezavislym bodem
tak, Ze konstrukce si zachovava jistou vlastnost zpozorovanou subjektem. Tento bod
nasleduje obvykle uréitou kfivku, ktera je subjektu skryta.

e Linked dragging (propojené tahdni): spojeni plvodné nezdvislého bodu k danému
objektu a posouvani tohoto bodu po objektu

e Dragging test (test tahdnim): pohybovani nezdvislych bodl (nebo ¢astecné
vazanych bod() za ucelem zjisténi, zda konstrukce ma vzdy jistou vlastnost, nebo
nema. Pokud konstrukce tuto vlastnost vidy nema (naptiklad ji méla pouze
nahodné), je pravdépodobné, Ze testem neprojde.

e Maintaining dragging model (model tahdni, které udrZuje vlastnost konstrukce):
Tato modalita nebyla uvedena v ¢lanku (Arzarello et al, 2002), ale v ¢lanku (Santos-
Trigo a Espinoza-Perez, 2002). Hloubéji se ji vénovali Baccaglini-Frank a Mariotti
(2010) a byli to oni, ktefi této modalité dali jméno. Ve svém vyzkumu se zaméfili na
kognitivni procesy student(, ktefi prozkoumavali problém v DGE. Ti béhem reSeni
tahali body konstrukce takovym zplsobem, aby se zachovala jeji jista vlastnost. Pri

6 Doslovny pFeklad nedava autorovi smysl.
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tom vsak méli zapnutou stopu pohybovaného bodu a tak se kfivka, kterou tento bod
opisoval, stala explicitni. V podstaté je tato modalita vylepSenou verzi modality
,Dummy locus dragging”.

Autofi ¢lanku (Arzarello et al, 2002) se pokusili roztfidit tyto modality do dvou obecnych
proces(l, které jsme popsali v pfedchozi sekci: ,Ascending processes” (orientace smérem
od konkrétnich faktd k teorii) a ,,Descending processes” (konfrontace teorie s nastroji
softwaru). Jak uz bylo feceno, prvni proces se pouziva pfi hledani hypotéz a druhy pfi jejich
verifikaci. Tyto procesy jsou analogické k déleni z Holzlova ¢lanku.

Tak modalita ,,wandering dragging”, ktera oznacuje tahani bod( konstrukce bez zfejmého
planu a je pouZivana pti objevovani a hledani hypotéz, spadda pod ,, ascending processes”.
Naproti tomu ,dragging test” se pouzivad k verifikaci jasné formulované hypotézy (zda
hypotéza plati za vSech okolnosti). Jde tedy o ,,descending processes” — teoreticka tUvaha je
vystavena experimentdlnimu testu. Ostatni modality neni mozné predem jednoznacné
zaradit, napriklad ,,guided dragging” (upraveni konstrukce tak, aby méla urcitou vlastnost)
Ize pouzit jak pfi hleddani domnének (ascending process), tak pfi jejich verifikaci (descending
process).

Po nastroji tahani objektld se pozornost vyzkumnik zamérila na néastroj ,,méreni (délek)“,
konkrétné na otazku, jakym zplsobem lze tento nastroj vyuzit nebo jaké strategie mohou
studenti s pomoci tohoto nastroje zvolit pfi feSeni problému. Je to identicky problém, jako
byl fesen v ¢lanku (Arzarello et al, 2002), jenom jeho objektem je softwarové méreni.
Odpovéd na tuto otadzku byla proto vytvorena podle osnovy, kterou zvolili Arazrello a kol.

Konkrétné vyzkumnici v ¢lanku (Olivero, F., & Robutti, O., 2007) vychazeli z procesl
»Ascending processes” a ,,Descending processes”, které pouzili k analyze raznych zplsobl
pouziti funkce méreni objektll. Pod ,Ascending processes” spadaji tyto modality:

e _,Wandering measuring” (ndhodné méreni): Studenti pfi pouZziti této modality
nemaji presnou predstavu, co hledaji, prozkoumavaji konstrukci ndhodné. Hledaji
invarianty, shodné usecky a kvantitativni vztahy mezi prvky konstrukce. Pokud na
zakladé méreni identifikuji néjaké invarianty a formuluji (obecnou) domnénku,
jedna se o modalitu Ascending processes.

e ,Guided measuring” (fizené méreni): Méreni student provadi za ucelem dosazeni
ur¢itého typu konstrukce, ktera ma jisté (jim pozadované) vlastnosti. Napftiklad
obecny ¢tyfuhelniku student upravi na rovnobéznik a za tim tcéelem bude méfit jeho
uhly nebo délky stran. Jak autofi ¢lanku poznamenavaiji, tato kategorie Uzce souvisi
s ,guided dragging”, nebot méfeni a tahani objektl se v této modalité témér vidy
vyskytuji soucasné.

e Perceptual measuring” (vizudlni méreni): Motivaci pro tato méreni je vizualni
vnimani. Napfiklad student pojme podezieni, Ze jisté dvé Usecky maji stejnou délku,
ale neni si tim jisty. Zméfi je, zjisti, Ze tomu tak je a na tomto zakladé formuluje
domnénku, ktera tento fakt vysvétluje. Sekvence vizualni vnimani — verifikace —
formulace domnénky opét radi tuto modalitu do Ascending processes.
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Pod kategorii ,Descending processes” zaradili autofi tyto modality:

e Validation measuring” (verifikacni méfeni): Tato modalita slouzi hlavné k verifikaci
(nebo zamitnuti) domnénky. Podle autor( je analogickd k modalité ,,Dragging test”.

e, Proof measuring” (vysvétlujici méreni): Tato modalita byla pozorovana u studentd,
ktefi uz dosahli dlilkazu své domnénky, ale snazili se ji Iépe porozumét. Vyvozovali
dlsledky svého zd(ivodnéni a ty ovérovali pomoci méreni. Autofi poznamenavaji,
Ze tato modalita se obvykle provadi se statickym nacértkem.

Pokud shrneme vyse uvedené, ¢lanky (Arzarello et al, 2002) a (Olivero, F., & Robutti, O.,
2007) se zabyvaji modalitami pouziti nastroji tahani a méreni v softwaru DGE pfi rfeseni
problému. Modality jsou roztfidény podle toho, zda slouZi k objevovani domnének nebo
k jejich verifikaci.

5.3 Upraveny Toulminiiv Model (UTM)

Popis vySe uvedenych modalit je v jednom ohledu nedostatecny — ne zcela vypovida o tom,
zda resitel sledoval pfi jejich pouZiti néjaky zamér, a jestlize ano, jak k nému pfisel. Pokud
naptiklad student s pomoci ,guided dragging” (modalita, pfi niZ subjekt upravi konstrukci
tak, aby méla urcitou vlastnost) objevi domnénku, vyvstava otdzka, pro¢ tuto modalitu
zvolil. Jaké dlvody ho ktomu vedly? Pro¢ chtél, aby jeho konstrukce méla urcitou
vlastnost?

Obdobnou otdzku je moziné zopakovat v ptipadé ¢lanku (Olivero, F., & Robutti, O., 2007),
vénovanému méreni. Pokud subjekt formuloval s pomoci nastroje méreni néjakou
hypotézu, je otazkou, jaké dlvody ho k tomuto méreni vedly, pro¢ se rozhodl usecky
zmeérit.

Cilem zde prezentovaného UTM je tuto mezeru zaplnit, tedy vytvofit klasifikaci, ktera bere
ohled i na to, s jakym zdmérem studenti pouzivaji nastroje DGE, kdyz hledaji relevantni
domnénky. POvodni TM obsahoval tfi cesty, které mohly subjekt navést k objevu
relevantnich fakt( pfi reSeni geometrické ulohy:

1) Deduktivni tvaha
2) Heuristicka Uvaha
3) Objev na zakladé empiricky nebo vizualné zjisténého faktu

Tyto tfi faktory budou v UTM obsazieny také, ale budou prezentovany v ramci
experimentalniho prostredi, proto kazdy z nich projde uréitou proménou.

Jaké jsou obecné zplsoby, které charakterizuji ziskani faktlli a domnének v prostredi
dynamické geometrie?

Proces feSeni problému se softwarem muzeme chdpat jako dialog. Formulujeme otazku a
software, pokud je tato otdzka vhodné poloZena, ndm ji zodpovi. Sekvenci ,otazka-
odpovéd” oznacime slovem ,experiment”. Hlavni rozdil mezi prostfedim papir-tuzka a
prostfedim dynamické geometrie spociva ve faktu, Ze zatimco v prvnim pfipadé musime
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vedle otazky zformulovat i néjakou odpovéd (hypotézu), kterou se nasledné snazime ovéfit,
v prostfedi dynamické geometrie ndm staci jenom vhodné poloZena otdzka — odpovéd
(hypotézu) ndm poskytne software.

Je tu dalsi rozdil: Hypotéza, zformulovana v prostfedi papir-tuzka, mize byt zna¢né nejista.
Argumenty, které subjekt pfrivedly kformulaci této hypotézy, mohou mit jenom
heuristickou povahu nebo se dokonce muize jednat o hadani. Pak je na subjektu, aby se
svoji hypotézu pokusil néjak ovérit nebo vyvratit, coz ho mlze stat znacné mnozstvi ¢asu,
pokud se mu to vibec podafti. V softwaru DGE tato starost odpadd — subjekt béhem
nékolika chvil muize zjistit, zda je jeho domnénka pravdivd nebo ne. (Zd(lraznéme, Ze
empirickd pravdivost domnénky a jeji dokazatelnost v ramci matematické teorie jsou dvé
rGzné véci.) Cim méné si je subjekt jist svoji domnénkou, tim p¥inosnéjsi jsou pro néj
nastroje softwaru, které mu k rozhodnuti pomohou.

Shriime vyse uvedené:

1) Kformulaci domnénky v prostfedi dynamické geometrie staci znat ,vhodnou“
otdzku (otazku, na kterou nam ndstroje softwaru mohou dat odpovéd). Nemusime
formulovat samotnou hypotézu, napf. Ze danou mnozinou bodU je kruZnice — tu
nam ve formé empirickych dat zodpovi software.

2) KdyZ zformulujeme domnénku predem (tedy s pomoci néjaké argumentace, ktera
predchazi jeji formulaci), nemusime si byt jisti ohledné jeji pravdivosti. Software
nam tuto jistotu poskytne.

Tyto dva faktory predstavuji hlavni rozdil mezi klasickym a softwarovym prostfedim a UTM
je musi zohlednit.

K prvnimu bodu se vztahuje nasledujici otazka: Co vede subjekt ke zformulovani otazky, na
zakladé které proved| experiment?

Pokud si je subjekt védom argumentu, které svédci o spojitosti otazky s feSenim jeho
problému a zvlasté pokud maji tyto argumenty konkrétni matematickou formu, oznaéime
takovou otazku jako konstruktivni a experiment provedeny na jejim zakladé oznadime jako
konstruktivni experiment.

Pokud si naopak subjekt neni jist, zda otazka, kterou si klade, ma néjakou souvislost
s feSenim a pro jeji formulaci ma jenom neurcité argumenty, jedna se o heuristicky
experiment.

Subjekt muzZe provést i ndhodny experiment, pro jehoZ provedeni nemd zadné d(ivody,
prosté ndhodné prozkoumava konstrukci.

Druhy bod, totiz jistota, kterou software poskytuje, ma malou (ale nezanedbatelnou) vahu
v pfipadé, Ze si je subjekt svoji hypotézou témér jist, jinymi slovy ma pro ni velmi silné,
vétsinou deduktivni, argumenty. Tento pfipad oznaéime v ramci UTM jako objev domnénky
konstruktivni argumentaci.
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Pokud vsak subjekt domnénku alespon z¢asti hadal, nemuze si byt jist, zda je domnénka
skutecné pravdiva, a role softwaru tim dramaticky vzrista. Tento pfipad oznadime jako
heuristicky experiment.

Nakonec, subjekt mulZe objevit domnénku s pomoci vizudiniho vnimdni dynamicky
proménné konstrukce. Tento pfipad je hodné neurcity, protoze vizudlni vnimani
geometrické konstrukce (matematického objektu), je zavislé na studentovych znalostech a
logice — to, co jeden student objevi na prvni pohled, zlistane druhému skryto, nebot nevi,
co by mél hledat. Bez ohledu na tuto skuteé¢nost budeme objev faktu prikladat vizudlnimu
vnimani, pokud subjekt tento fakt nijak pfedem nepredjimal (objevil ho aZ pfi pohledu na
konstrukci) a pfi jehoZ objevu sehralo vizualni vnimani zasadni roli.

Upraveny Toulmintiv Model (UTM)

V rdmci UTM rozliSujeme tfi zakladni zplsoby, které mohou vést k objevu hypotézy
(tvrzeni). Prvni znich, ktery nazyvame ,konstruktivni argumentace”, je analogii
deduktivniho odtivodnéni klasického TM. Druhy zpUsob je objev faktu na zdkladé vizualniho
vnimani a dynamické zmény konstrukce. Treti zpUsob je ziskani faktu pomoci experimentu,
ktery subjekt néjakym zplsobem vymysli a realizuje. Na zakladé okolnosti, které subjekt
k provedeni experimentu vedly, rozliSujeme konstruktivni, heuristicky a nahodny
experiment. Jednotlivé pfipady modelu, jehoZ schéma je znazornéno na obr. 10, podrobné
rozvedeme.

1) Objevenifaktu pomoci tvahy. Tento pfipad nazveme , konstruktivni argumentace®.

Objeveni faktu je vysledkem argumentace, kterd samotny objev predchdzi. Pedemonte
(2007) takovy pfipad oznacila jako ,,constructive argumentation”, odtud nds nazev.

Uvaha, kterd vedla subjekt k objevu domnénky, maze nabyvat riiznych podob: Od ¢isté
dedukce pres abdukci az po heuristickou Uvahu. Pokud subjekt objevi fakt timto
zpUsobem, pak mu jsou znamy logické argumenty, které svédci pro platnost
objeveného tvrzeni. Pfikladem muze byt, kdyz se subjekt snazi pouZzit néjaky teoreticky
poznatek, coz ho dovede k formulaci hypotézy.

Samotna pritomnost argumentace, kterd subjekt dovedla k objevu tvrzeni, vSak neni
dostacujici pro to, aby byl tento objev zarazen do kategorie konstruktivni argumentace.
Dlvodem je, Ze pfinos softwaru se v jednotlivych pripadech muze vyrazné lisit. Pokud
si je subjekt témér jist spravnosti své domnénky, je benefit softwaru maly, jeho role se
omezuje na verifikaci. Pokud si subjekt jist neni, role softwaru dramaticky vzr(sta.
Pouze pripad, kdy si je subjekt téméfr jisty pravdivosti své domnénky, oznacime jako
objev s pomoci konstruktivni argumentace. Je zfejmé, Ze v takovém pripadé musi byt
subjektu zndmy néjaké logické argumenty, opirajici se o matematickou teorii, které pro
platnost domnénky svéddi. Tyto logické argumenty vétSinou maji deduktivni podobu,
ale predpoklady, ze kterych vychazeji, nemusi byt dokazané v matematickém smyslu,
mohou byt pouze pravdivé v empirickém smyslu. Vedle dedukce muze byt prikladem
konstruktivni argumentace abdukce.
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2)

3)

Pokud si subjekt svou domnénkou jisty neni, zvySuje se role softwaru a data, ktera mu
poskytne, maji mnohem vétsi hodnotu. V takovém ptipadé provadi subjekt
»experiment” (viz ddle).

Shrneme-li to, , konstruktivni argumentace” oznacuje objev hypotézy s pomoci Uvahy,
kterd se opird o konkrétni logické argumenty. Subjekt ma v tomto pripadé velkou
dlveéru ve spravnost své domnénky a role softwaru se omezuje na dvé oblasti:

e Ziskani predpoklad(i (nebo obecnéji dat) pro tuto Uvahu

e Verifikace objeveného faktu

Objev faktu na zakladé vizualniho vnimani a dynamické zmény konstrukce

Ménime konstrukci (viceméné nahodné) a pozorujeme disledky. Podvédomé hledame
invarianty nebo vzory, které konstrukce ma. Typickym prikladem muze byt modalita
»wandering dragging”, zminéna v pfedchozi ¢asti.

Tento pripad je hodné neurcity a Ize ho obtizné oddélit od kategorie experimentu,
nebot za prvé, vizualni vnimani mdze motivovat experiment, a za druhé, konstrukci
mulzZeme meénit sice nahodné, ale pfitom zamérné sledovat urcity jeji detail. Jinymi
slovy, provadime selekci toho, co budeme pozorovat, v souladu s nasimi zkuSenostmi
a logikou. Pak uz se ale nejedna o pozorovani konstrukce bez planu, ale o akci, ktera je
fizenda vsouladu surcitym zamérem a ma blizko ktomu, co oznacujeme jako
experiment.

Proto za hypotézu objevenou vizudlné budeme pokladat pouze takovou, pro jejiz
platnost mél subjekt minimum argumentu a jejiz anticipace byla nizkd nebo zadna.

e |llustrace spravného zarazeni do této kategorie: Pozorujeme konstrukci a
vSimneme si, Ze dvé primky jsou pravdépodobné rovnobézné. Ovérime to.

e Nespravné zarazeni do této kategorie (jde o ,,experiment”): Stanovime si cil:
zjistit, zda dva uhly konstrukce nemaiji stejnou velikost. V takovém pfripadé
sice pouzivame (mimo jiné) vizudlni vnimani, ale ovéfujeme védomy zamér,
formulovany predem. Nejedna se tedy o pouhé vizualni vnimani (bez planu).

Objev faktu s pomoci experimentu

Experimentem myslime kazdou akci fesitele v ramci softwaru, ktera presahuje pouhé
vizualni vnimani. Vtomto pfipadé fresitel spomoci nastroji softwaru zkouma
konstrukci, ale vice sofistikované nez jen pouhym pohledem na pohybujici se
konstrukci. Elementarnim prikladem muzZe byt ndstroj méreni: Student zméri dvé
usecky, aby zjistil, zda maji stejnou délku. Komplikovanéjsim prikladem muze byt
modalita ,,guided dragging”, v niz (jak jsme uvedli vyse) student upravi konstrukci tak,
aby méla jisty tvar.

K provedeni experimentu mohou vést fesitele dva rlizné dlivody:
1. Subjekt se experimentalné snazi zodpovédét néjakou otazku.
2. Subjekt se snazi potvrdit spravnost své hypotézy.

V prvnim pripadé subjekt mlze ziskat experimentem data, ktera bud neocekaval (jsou
pro néj uplné nova), anebo pro jejichz platnost nemél zadné matematické argumenty.
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V druhém pripadé subjekt hypotézu zformuloval predem, tedy ho k ni dovedla néjaka
argumentace, a software byl pouZit jako prostredek verifikace.

Podle povahy argument(, na jejichz zakladé subjekt zformuloval domnénku (kterou
ovéruje) nebo otazku (na niz hleda odpovéd) rozliSujeme konstruktivni, heuristicky a
nahodny experiment.

a.

Konstruktivni experiment. RozliSujeme dva pfipady. V prvnim ptipadé subjekt
pouziva nastroje softwaru s uritym zdmérem, o némz si je védom, Ze néjak souvisi
s feSenim problému — hleda odpovéd na urditou otazku, jejiz relevanci vzhledem
k feSeni problému dokaze podpofit konkrétnimi argumenty. Ve druhém pfipadé
subjekt ovéruje domnénku, kterou zformuloval na zakladé dvahy opirajici se
o matematické argumenty (a ne tfeba o prosté vizudlni vnimani nebo hadani).

Pokud subjekt formuluje vhodnou otdzku, mliZze s pomoci ndastroj softwaru
ziskat odpovéd. Neni pfitom nutné, aby tuto odpovéd jakkoli predjimal, mlze
pro néj byt zcela nova. Subjekt si ale je védom souvislosti otazky, kterou
zkoum3, srteSenim problému. Jinak feceno, dlleZitost jeho otdzky je
podporena argumenty, které svédci pro relevantnost experimentu ve vztahu
k feSeni problému.

Jsou situace, kdy jsme si védomi duleZitosti experimentu pro reseni problému,
ackoli nevime, jaky bude jeho vystup. Trividlnim pfrikladem je urceni a
zdGvodnéni mnoZziny bodl. Obvykle tuto mnoZinu s pomoci softwaru nejdfive
uréime. Je to empiricky fakt, ktery s feSenim zjevné souvisi a ktery muze byt
pro subjekt novy. Existuji vSak méné trivialni priklady, vétSinou se ale pfi nich
pouzivaji pokrocilejsi nastroje softwaru, napf. ,,RovniceMnozinyBodu” apod.

Subjekt formuluje domnénku a tu se snazi s pomoci ndstrojli softwaru
verifikovat. Je si védom konkrétnich matematickych argument, které svédci
pro jeji platnost, ale neni si touto platnosti zcela jist.

Hlavni rozdil mezi timto pfipadem a kategorii ,konstruktivni argumentace”
spociva v mire jistoty subjektu. V obou ptipadech je domnénka predem
podpofena argumenty, ale v pfipadé konstruktivniho experimentu neni jistota
subjektu v pravdivost domnénky tak velka.

Heuristicky experiment. | zde subjekt sleduje pfi pouziti softwaru urcity zamér
(zkouma otazku, na kterou neznd odpovéd nebo domnénku, jejiz pravdivosti si
neni jisty), pro jeho provedeni ma vsak pouze heuristické argumenty:

Pokud subjekt verifikuje konkrétni hypotézu, ale neznda konkrétni
matematické argumenty, pro¢ by méla platit. Jeho domnénka se opira o
heuristické argumenty a je zaloZena na odhadu.

Pokud se subjekt snazi zodpovédét urcditou otazku, ale nem4d jistu, Ze s feSenim
souvisi. Subjekt si je vtomto pfipadé védom uréitych heuristickych a obecnych
argument( pro relevanci otdzky, ale z ¢asti prosté hada.

Hlavni rozdil mezi touto kategorii a prechazejici spociva v povaze argumentu,
kterymi je subjekt schopen podpofit relevantnost svého zaméru. V tomto
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pfipadé jsou argumenty heuristické, opiraji se o obecné postupy a zkusenosti
feSitele a nezdviseji na konkrétnim obsahu problému. Naopak v pfedchozim
pfipadé si je subjekt védom konkrétni souvislosti svého zaméru s reSenim
problému.

c. Nahodny experiment. S pomoci nastroji DGE student provede experiment, ktery
neni schopen nijak zdlvodnit, nedokaze fict, s jakym zamérem ho déla. Neni si jist,
zda vystup experimentu bude souviset s feSenim problému.

Do této kategorie Ize zahrnout pfipady, kdy o domnénku takfikajic ,,zakopneme*:
s pomoci nastroji DGE zjistime urcity fakt, ktery nds predtim viibec nenapadl.
Typickym pfikladem mohou byt modality ,wandering measuring” (ndhodné
méreni objekt(l), zminéné v predchozi ¢asti.
Je evidentni, Ze mezi konstruktivnim, heuristickym a ndhodnym experimentem nejsou
jasné definované hranice. Obecné Ize fici, Ze ¢im je subjekt zkuSenéjsi, tim pronikavé;jsi jsou
jeho heuristické Uvahy a ty se vice blizi ke konstruktivni argumentaci. Naopak, pokud je
zaCateCnikem, jeho heuristické Uvahy splyvaji s témi nahodnymi.

Celé schéma modelu je uvedeno na obrazku 10.
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UTM graficky

Subjekt:
Znalosti a logické uvazovani

Vizualni vnimani dynamicky
proménné konstrukce,

hledani hypotéz

DokaZe subjekt
zformulovat konkrétni
domnénku?

Dokaze formulovat néjakou
otdzku, kterou by s pomoci
softwaru mohl zodpovédét?

Je tato domnénka podporena
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KomentaF k obrazku 10: Sipky predstavuji mozné odpovédi na zakladni kritéria, podle
kterych je klasifikace UTM vytvofena. VSechny jsou jednosmérné az na pfipad spojeni
bunék ,Vizudlniho vnimani dynamické konstrukce, hledani hypotéz“ a ,Znalosti a logika
subjektu”. Vizualni vnimani je totiz komplexni proces, jehoZz vystupem nemusi byt
formulace hotové hypotézy (v takovém pripadé subjekt objevi domnénku pouze vizualnim
vnimanim), ale mlzZe vést pouze k nékterym indiciim, které, pokud je subjekt zpracuje a
vyvodi z nich dlsledky, vedou k formulaci konkrétni domnénky. V takovém pfipadé vizualni
vnimani neni bezprostiedni pfi¢inou formulace domnénky, pouze slouZi jako podpUrny
prostfedek pro tuto formulaci. Proto je ve schématu pouZzita obousmérna Sipka: Jeden smér
znaci, ze subjekt objevi domnénku pfimo vizudlnim vnimanim, druhy smér znaci, ze vizudlni
vnimani poskytne jenom utrzkovité informace, na jejichz zakladé subjekt s pomoci svych
znalosti a logiky formuluje konkrétni hypotézu. Ta je v ramci schématu dale zafazena do
jedné ze Ctyr kategorii.

MlzZeme provést jeSté jedno déleni: Rozdélime experiment v prostfedi softwaru na
otevieny a uzavieny. ,Uzavieny experiment” oznacuje pfipad, kdy predvidame jeho vystup,
nebo se snazime rozhodnout mezi nékolika danymi moZznostmi. , Otevieny experiment” pak
oznacuje pfipad, kdy jeho vystup neocekdvame nebo nedokazeme odhadnout. Vymezme
tyto pojmy:

e Uzavieny experiment: Subjekt ma konkrétni ndpad, ktery s pomoci softwaru
ovértuje. Jinymi slovy, subjekt vi, co hleda, nebo vyjadieno jesté jinak, formuluje
uzavienou otazku, kterou mu software ve formé pravda/nepravda zodpovi.

e Otevieny experiment: Subjekt vtomto pfipadé ziska diky experimentu fakt, ktery
necekal a ktery je pro néj objevem. MlZeme fict, Ze student formuluje v reci
programu , otevienou otazku“ a dostane na ni odpovéd, kterd je pro néj nova.

Kazdy ze tfi experimentl (konstruktivni, heuristicky a ndhodny) muze byt ,uzavieny” i
,otevieny”. Verifikace domnénky je typickou ukdzkou uzavieného experimentu, ale i
uzavieny experiment muze slouzit k objevu domnénky, kterou jsme si bud nebyli jisti, nebo
bylo pfili§ mnoho variant na to, abychom s kaZdou pocitali pfi nasi Uvaze jako
s rovnocennou. V takovém prfipadé je pomoc softwaru zasadni. Prikladem otevieného
experimentu, ktery je konstruktivni, mUzZe byt pravé jiz zmifnované nalezeni mnoziny bod,
0 niz sice nemusime védét, jak vypadd (proto je experiment otevieny), ale vime, Ze
s feSenim souvisi (proto je konstruktivni).

Jesté jednou zd(iraznéme, Ze i vizualni vnimani zdvisi na znalostech a zkusenostech
subjektu, ktery uziva software. Citujme:

Observing is not just gazing at a geometric configuration. It means also looking for specific
objects or relations in accordance the observers solving strategy, conceptual understanding,
knowledge base and experience. (Magajna, 2017)

Tedy i fakta, ziskand vizualnim vnimanim, je mozné rozdélit do dvou kategorii podle toho,
zda subjekt sledoval urcity zamér, ktery se vztahoval k feSeni, nebo problém nahodné
prozkoumaval. (V pfipadé vizudlniho vnimani se jednd o pouhé pozorovani konstrukce a
naslednou asociaci s teoretickymi znalostmi.) Prvni pfipad ma blizko ke konstruktivnimu
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experimentu, druhy k ndhodnému. Objevem faktu s pomoci vizualniho vnimani mame na
mysli pfedevsim druhy pfipad.

Poznamenejme, Ze UTM neni teoretickou kompilaci ze znamé literatury. Sice se opird o TM
(Simplified Toulmin’s Model), ktery zavedla do vyzkumu konstrukce dlkazul italska
didakticka Pedemonte (2007). Jeji ¢lanek se vSak pfimo netykd pouziti DGE, ale rliznych
pokusl student(i o matematicky dikaz, z nichZ nékteré vedly k validnimu ddkazu a jiné ne.
TM neslouZil jako prostiedek ke klasifikaci zplisob( objevovani hypotéz, ale jako nastroj pro
srovnani argumentace studentud, ktefi se dikaz pokouseli, a jeho korektni formou.

UTM je mj. postaven na ¢etnych autorovych zkuSenostech s praci se softwarem pfi feseni
problémua. V dalsi sekci je proto uvedeno nékolik konkrétnich ukazek, v nichz je feseni
problému prezentovano v ramci UTM. Komplikovanéjsi pfiklady jsou uvedeny v pfiloze.

5.4 Tlustrativni priklady feSeni v ramci UTM

Uvadime ukazky tfi relativné narocénych problém(, které autor feSil s pomoci DGE.
V pribéhu kazdého feseni nebo tésné po ném si zaznamenal, jakym zplsobem jej dosahl,
jakym zplsobem vramci UTM objevil relevantni domnénky. Jde tedy o introspekéni
zaznam. Pojmy, které se v této sekci pouzivaji (napt. ,Tvrzeni“ nebo , Backing®), maji stejny
vyznam jako v TM (sekce 2.3). Redeni kazdé ulohy je interpretovano v ramci UTM, tzn. u
kazdého tvrzeni (relevantniho faktu) je uvedeno, jak k nému subjekt dosel.

Prvni priklad je ilustraci aplikace konstruktivnich experimentd, druhy priklad ilustruje silu
heuristickych experimenta. Treti priklad ukazuje feseni, v némz pfi objevovani hypotéz byla
pouzita smeés konstruktivni argumentace, konstruktivniho experimentu a ndhodného
experimentu.

Reeni viech tfi problém0 bylo uvedeno (nebo bude uvedeno v pfipadé €lanka jiz pfijatych
k publikaci) v odbornych ¢asopisech, zabyvajicich se bud geometrii, nebo vyukou s dlirazem
na moderni technologie. Prvni problém bude publikovan v ¢lanku (Blazek, Pech, 2022),
druhy problém byl publikovan v ¢lancich (Blazek, Leischner, 2019), (Blazek, 2019) a objevi
se i v€lanku (Blazek, Pech, 2022) a (Blazek, 2022), kde je jeho teSeni zobecnéno na
kartézské ovaly. Tretimu problému jsou vénovany clanky (Blazek, Pech, 2016 a 2017).

1. priklad: Konstruktivni experiment
Ukazalo se, Ze feSeni tohoto problému je znamo, coz ale resitel predem nevédél.
Zaddni probléemu:

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Naleznéte zpUsob, jak zkonstruovat v roviné trojuhelniku
bod P takovy, Ze paty kolmic D, E, F spusténych z bodu P na strany trojuhelnika a, b, c jsou
vrcholy rovnostranného trojuhelnika.
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Obrazek 11 Priklad trojuhelniku DEF pro ndhodné zvoleny bod P

Postup reseni

Pokud kfeSeni problému vyuzivdme DGE, nabizi se otadzka: MUZzeme hledany bod
zkonstruovat s pomoci ndstrojl softwaru analyticky?

Moderni DGE softwary, napf. GeoGebra, nabizeji nékteré ndstroje, typické pro tfidu
program( CAS. Mezi nimi i funkci ,RovniceMnozinyBodu“ (LocusEquation), ktera je
schopna na zakladé danych podminek urcit rovnici hledané mnoziny bod(. (Jednodussi
funkce ,,MnozinaBodu“ je schopna hledanou mnoZinu zobrazit graficky, ale pouze za
podminky, Ze zname zpUsob, jak sestrojit libovolny bod mnoZiny, cozZ ale neni tento pripad).

Pokud zadame prikaz k nalezeni hledaného bodu, pfikaz RovniceMnozinyBodu zde selze
(coZ neni tak vyjimecny pfipad, viz poznamku v sekci 3.3). To vSak v tomto pfipadé neni
nevyhodou, protoze pokud bychom hledany bod nasli, nic by ndm to nereklo o tom, jak ho
zkonstruovat. Subjekt proto proved| nasledujici

Experiment (otevrieny, kategorie ,,Konstruktivni experiment“): Jak vypada mnozina bodl P,

pokud upustime od podminky rovnostrannosti trojuhelniku DEF a pozadujeme pouze jeho
rovnoramennost? Lze tuto mnozZinu urcit pomoci pfikazu RovniceMnozinyBodu?

Vyse uvedeny experiment byl ,otevieny”, protoze resitel netusil, jak by odpovéd na danou
otazku méla vypadat. Zaroven byl ,konstruktivni nebot je evidentni, Ze odpovéd na tuto
otazku souvisi s Fedenim problému. Resitel dospél k tomuto tvrzen:

1. tvrzeni: Mnozina bodl P, pro jejichz trojuhelnik plati DF = DE, je kruZnice k,

prochazejici vrcholem A (obr. 12).
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Obrdzek 12 MnoZina bodii P s podminkou |DF | = |DE| je kruZnice prochdzejici bodem A.

Otdzkou je, jak tuto kruZnici zkonstruovat. Pfi pohledu na grafické zobrazeni se nabizela
otazka: Kde leZi stfed této kruznice? NeleZi na pfimce BC?

Na zdkladé vizudlniho vnimadni bylo ziskano
2. tvrzeni: Stfed kruZnice k lezi na pfimce BC.

ProtoZe stale neni zfejmé, co je to za kruznici, pokusil se fesitel identifikovat prlsecik
kruznice s useckou BC. Jednalo se o uzavieny konstruktivni experiment. Uzavreny proto,
ze feSitel formuloval rGzné hypotézy a od programu dostaval odpovédi plati — neplati.
Konstruktivni proto, Ze fesitel na jedné strané neznal logické argumenty pro platnost téchto
hypotéz, ale na druhé strané védél, Ze sleduje zdmér, ktery Uzce souvisi s feSenim.

Experiment (uzavreny, kategorie , Konstruktivni experiment®): Resitel se pokusil ztotoznit

prasecik kruznice k se stranou BC s nékterym jejim vyznaénym bodem. Patu kolmice
z bodu A mohl vylouéit ihned, zkusil nedspésné stfed Usecky BC a nakonec zkonstruoval
osu Uhlu BAC. Ta prochazela hledanym prisecikem.

Z toho plyne

3. tvrzeni: k je Apolloniova kruZnice, tj. mnoZina bodl P, pro kterou plati |PB|/|PC| =
|BA|/|CA].
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Nyni byla konstrukce ziejma: Pro paty libovolného bodu P Apollonoivy kruznice k (ktera
prochdzi bodem A), plati |DF| = |DE|. Pro Apolloniovu kruZnici [, kterd prochazi bodem C,
plati |DF| = |FE|. Priseciky téchto dvou kruznic jsou feSenim problému, nebot |DF| =
|DE| = |FE|. Zbyva zdtvodnit, pro¢ pro Apolloniovu kruznici k plati rovnost |[DF| = |DE|.

S pomoci DGE tedy fesitel nasbiral potfebna fakta a nyni bylo na ném, zda je dokdaze
zdlvodnit a usporadat do uceleného retézce. Tato faze je v klasickém Toulminové modelu
nazvana ,Backing”.

Presné zdivodnéni (Backing):
Nejdrive uvedeme bez dlikazu pomocné

Lemma: Necht je z dané kruZnice vidét tétiva pod konstantnim Ghlem a., Délka d této tétivy
je dana vztahem 2R - sina = d, kde 2R je délka priméru dané kruznice.

Obrdzek 13 Zdivodnéni vlastnosti bodt Apolloniovy kruZnice

Dokazeme, Ze pokud P lezi na pfislusné Apolloniové kruznici prochazejici bodem A, pak
|DF| = |DE|. VSechny nasledujici Uvahy se vztahuji k obr. 13.

Ctyfuhelnik DPFB je tétivovy (soucet protéjsich uhld je 180°), navic Use¢ka BP je
pramérem této kruznice. Podle vySe uvedeného lemmatu tedy plati |BP| sin 8 = |FD|, kde
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B je uhel u vrcholu B. Analogicky |CP|siny = |DE|. Dame pravé a levé strany rovnic do
poméru:
|FD| B |BP| sin 8 B |BA| sin B i

= = =21
|IDE| |CP|siny |CA|siny v,

(v, je délka vysky na stranu a trojuhelniku).

(Poznamka: prlsecik Apolloniovych kruznic se v odborné literature nazyva ,isodynamic
point“.)

Lze rovnéz ukdazat, Ze kazdy bod P, pro ktery plati [DF| = |DE|, lezi na Apolloniové kruznici,
prochazejici vrcholem A. Dlkaz je zaloZen na reverzibilité vySe uvedenych kroku.

2. priklad: Heuristicky experiment

Nasledujici ptiklad ilustruje silu heuristickych experimentld. Muze mit také jistou
matematickou hodnotu — zplisob jeho feseni by mohl byt originalni. Klasicka reseni tohoto
problému spocivaji bud na Quételet - Dandelinové vété z roku 1822, nebo na analytickém
vypoctu.

Nejdrive uvedeme néktera fakta, nutnd pro pochopeni zadani problému.

Elipsa se na stredni Skole definuje dvéma zpUsoby. Prvni zplsob vychazi z ohniskové
definice elipsy, druhy zplsob definuje elipsu s pomoci fidici primky.

e Elipsa p je mnoZinou bodu P s konstantnim sou¢tem vzdalenosti 2a od dvou danych
ohnisek F;, F, (obr. 14).

|F\P| + |F5P| = konst. = 2a

Obrazek 14 Ohniskovd definice elipsy.

Tuto definici je mozné preformulovat do definice pomoci tzv. fidici kruznice:
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Uvazujme kruZnici k se stfredem v bodé F, o poloméru 2a. Pak mnoZina bodl P,
které maji stejnou vzdalenost od daného ohniska F; a kruZznice k, je elipsa (obr. 15).

Obrazek 15: Definice pomoci ridici kruZnice.

e Definice pomoci fidici pfimky

|F1Fy |

Elipsa T je mnozina bod( P s konstantnim pomérem vzdalenosti € = <1lod

jednoho z ohnisek F; a fidici pfimky d (obr. 16).

d L N V2]
HP| 2

7 -

Fy

Obrazek 16: Definice pomoci ridici primky
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Zaddni probléemu:

Jsou dana ohniska F;, F, a konstanta 2a > |F,F,|. Dokaite, Ze mnoZina T bodl P,
definovana pomaoci Fidici pfimky, je identickda s mnoZinou p bodu P, definovanych pomoci
fidici kruznice.
Postup reseni

Resitel zadal tim, Ze si zadani problému (tedy obé& konstrukce T a p elipsy) narysoval do
GeoGebry. Kazdému bodu P elipsy odpovida bod N na fidici kruznici a bod H na fidici
pfimce (obr. 17).

Obrdzek 17: Zaddni problému

Resitel si poté polozil otazku: V jakém vztahu jsou body H a N? Otéazka je neurcitd a neni
jasné, jak na ni odpovédét. Proto proved| nasledujici

Experiment (otevfeny, kategorie ,Heuristicky experiment”): Sestrojme pfimku HN a
zapnéme jeji stopu. Pohybujme bodem P elipsy. Co pozorujeme? (obr. 18)
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Obrdzek 18 Variabilni pfimka HN prochdzi fixnim bodem E

1. tvrzeni: Pfimka HN vidy prochazi fixnim bodem E, leZicim na pfimce F; F,

Pfedchozi experiment byl heuristicky, protoZe byl zaloZzen na otdzce, na kterou subjekt
neznal odpovéd a jejiz souvislost s feenim nebyla jasna. Resitel na zakladé odhadu hledal
néjakou geometrickou souvislost bodd H a N, tento odhad se vSak neopiral o hmatatelné
matematické argumenty.

Konstruovat bod E pomoci pfimky HN neni z matematického hlediska elegantni, protoze
tato konstrukce postrdda symetrii. Vznikd otdzka: Jak zkonstruovat bod E pfimo, bez
piimky HN. Resitel se s pomoci ndstroji softwaru pokousel tuto otdzku zodpovédét a proto
proved|

Experiment (uzavieny, kategorie ,Heuristicky experiment“): Po nékolika neuspésnych
pokusech zkusil sestrojit obraz ohniska F; v inverzi kruznice k.

2. tvrzeni: Bod E je obrazem bodu F; v inverzi’ kruznice k.

Experiment byl uzavieny, nebot subjekt testoval konkrétni domnénku a software
poskytoval odpovédi ve formé , plati — neplati“. Byl také heuristicky: Jednak subjekt neznal
zadné matematické argumenty, které by platnost jeho domnénky podporovaly, a také
neznal souvislost otazky, kterou zkoumal, s feSenim problému. Experiment se opiral pouze
o odhad a viru v matematickou jednoduchost hledaného reseni.

7Obraz E bodu F; v inverzi kruZnice se stfedem F, a polomérem R je bod, ktery splfiuje vztah:
|EF,||F,F,| = R? a leii na polopfimce F,F;.
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Obr. 19 ukazuje fazi, ve které se resitel nyni nachazel. Pfi pohledu na obrazek se vnucuje
otazka: Neleii stfed Use&ky F; E na fidici pfimce d? Resitel tuto domnénku ovéfil.

Obrdzek 19 Situace po objeveni fixniho bodu E pfimky HN.

3. tvrzeni: Stfed S Usecky F; E leZi na pfimce d. Jinymi slovy, pfimka d je osou usecky F, E.
Toto tvrzeni bylo ziskano s pomoci vizudlniho vnimadni konstrukce.

Nakonec feSitele napadla jesté jedna otdzka, ackoli jeSté netusil, zda bude s feSenim
problému souviset:

Experiment (uzavreny, kategorie ,Heuristicky experiment®): NeleZi néjaké vyznacné body

konstrukce na kruznici? Co zkusit vést kruZznici tfemi body konstrukce a zjistit, zda na ni
nelezi dalsi bod konstrukce?

4. tvrzeni: CtyFuhelniku F; HNP lze opsat kruZnici.

Experiment byl uzavieny (fesitel zkoumal kone¢ny seznam moznosti) a byl heuristicky,
protoze jak divod pro jeho platnost, tak souvislost experimentu s feSenim problému byly

neznamé. Nebyl to ale ani ndhodny experiment, protozZe resitel sledoval obecnou linku
souvislosti, ktera se opirala o jeho zkuSenosti.
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Zde skoncila experimentalni faze a nastala faze deduktivni. Empirické poznatky shrnuje
obrazek 20.

k(Fs,2a)

Obrazek 20 Shrnuti experimentdlnich faktu

Presné zdivodnéni (Backing):

Vyjdeme z definice elipsy pomoci fidici kruznice a sestrojime pfimku d podle
vypozorovanych experimentalnich faktd. Tedy:

1. Sestrojime fidici kruznici k se stredem F, a polomérem R = 2a.

2. Na polopfimce F,F; sestrojime bod E, pro ktery plati |EF,||F;F,| = R? (2. tvrzeni).
3. Sestrojime osu d usecky EF; (3. tvrzeni).

Dokazeme, Ze tato pfimka d ma vlastnosti fidici pfimky. Za timto ucelem zkonstruujeme:
4. Libovolny bod P elipsy a jemu odpovidajici bod N na Fidici kruznici.
5. Prusecik H primky NE s primkou d.

Nyni je nutné dokazat:
(i) Usetka |HP]| je vzdalenost bodu P od pfimky d (jinymi slovy, pfimka HP je kolma

na primku d).

|FP| _  _ |FFR|

(ii) Pro pomér Usecek plati = =

™M
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Vsechny nasledujici uvahy se vztahuji obr. 21.

k(F»,2a)

/E

Obrdzek 21: Postup dikazu

Podle konstrukce bodu E plati |EF,||F,F,| = R?> = |F,N|?. Tuto rovnici ptepiseme do
tvaru |EF,|/|F,N| = |F,N|/|F,F,| a vezmeme v Gvahu, Ze trojuhelniky F,F;N a F,NE
sdileji uhel u vrcholu F, a jsou si tedy podobné: A F,F;N ~A F,NE. Z toho plyne rovnost
Uhli <F;NF, = <NEF,. Trojuhelniky NF; P a EHF; jsou rovnoramenné (bod H leZi na ose
d) a ndsledujici uhly jsou shodné: @ = <NF,P = «F;NF, = INEF, = SHEF; = <HF,E.
Z toho vyplyvd <F;HN = 2a a <F;PN = 180° — 2a. Ctyfuhelniku HNPF; Ize tedy opsat
kruZnici. Z véty o obvodovych uhlech dostaneme a = <NF;P = SNHP = <NEF,, tedy
pfimka HP je rovnobézna s pfimkou EF;, kterd je vSak kolma k d. Dokazali jsme (i).

K dikazu druhého tvrzeni staci vyuZit podobnosti trojuhelniki:
A HNP ~A ENF, ~A NF;F,

Prvni podobnost plyne zfaktu, Ze pfimka HP je rovnobéind s pfimkou EF,, druhou
podobnost jsme dokazali na zacatku predchoziho odstavce. Plati rovnosti

IFiP| _INP| _ INFo| _ IFal _ IRl _
|HP| |HP| |EF,| INF,| 2a
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coz je (ii).

ZdlUraznéme, Ze jsme nedokdzali ekvivalenci, ale pouze jednosmérnou implikaci, totiz Ze
body spliujici ohniskovou definici spliuji rovnéz definici pomoci Fidici pfimky. Dokoncit
plnou ekvivalenci viak neni téZké. Nejjednodussi je asi postupovat sporem — predpokladat
existenci bodu P, splfujiciho druhou definici, ale nikoli prvni.

Tento priklad je ukdzkou toho, jak zasadni m{iZze byt pomoc softwaru. Proto jesté shriime,
v ¢em presné jeho pomoc spocivala.

Jak uz bylo feceno, praci se softwarem mUizZeme chapat jako dialog, kdy subjekt formuluje
otazku a software na ni odpovi. Tato otazka musi byt poloZzena v feci programu, proto ne
kazda otdzka je pfipustna. Ohlédnéme se zpét za Ctyfmi ziskanymi fakty (,,tvrzenimi“).

e Prvnimu faktu predchazela , heuristicka otdzka“ Ziskana odpovéd byla pro subjekt
nova.

e Druhému faktu predchdzela otdzka, jak zkonstruovat bod E. Metodou pokus-omyl
subjekt dospél k odpovédi.

e Treti fakt byl ziskan vizualnim vnimanim konstrukce.

o Ctvrty fakt vychazel z otazky, zda nékteré body konstrukce neleii na kruznici. Byla
to heuristicka otazka, jejiz souvislost s feSenim nebyla zfejma.

V dobé ziskani téchto faktl nebylo subjektu znamo, zda s reSenim skutec¢né souvisi. Také
s formulaci otazek, které predchazely ziskani faktd, software nijak nepomohl. Pomoc
softwaru spocivala v poskytnuti odpovédi na tyto otazky. Kdyby byl subjekt odkazan sam
na sebe, musel by hned u prvniho tvrzeni diskutovat dvé rovnocenné moZnosti: 1) Pfimka
HN ma fixni bod. 2) Pfimka HN nema fixni bod. Diky ndstrojiim softwaru se odpovéd
zredukovala na prvni moZznost. To samé se tykd druhé otdzky: Bez softwaru by subjekt
musel uvazovat o nékolika zpUsobech konstrukce hledaného bodu jako o rovnocennych a
navic by si nemohl byt jist, zda nejsou vSechny Spatné. Otazka, kterd predchazela ziskani
¢tvrtého faktu, méla mnoho moznych odpovédi: Sedmi bodlim odpovida celkem 35 ctvefic
a uvazovat o vSech cCtveficich jako o rovnocennych, je nemozné. | kdyz pfedem vyloucime
Ctvefice, ve kterych jsou tfi body kolinedarni, zbyde jich 14, cozZ je porad pfilis mnoho. Jak
zdlraznuje Polya, v matematické praci obvykle presvédceni o platnosti néjakého tvrzeni
predchazi jeho dlkaz. V tomto pripadé urcil software, co plati. Ukazal tim cestu, na jejimz
konci bylo spravné rfeseni. Je ale tfeba fici, Zze ne vzdy tomu tak musi byt — nékdy se mohou
nalezena fakta a domnénky mijet se smérem, ktery vede k feSeni problému.

3. priklad: Ukazka konstruktivni argumentace a nahodného experimentu

U nasledujiciho problému uvedeme dvé rznd rfeseni. Prvni z nich ilustruje to, co v rdmci
UTM oznacujeme jako objev faktu s pomoci konstruktivni argumentace, druhé reseni pak
ukazuje objev s pomoci ,ndhodného experimentu” a také ,vizudlniho vnimani dynamické
konstrukce”.
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Zaddani problemu:

Je dan ¢tyruhelnik ABCD. Naleznéte a zdUvodnéte mnoZinu bod( P v roviné ¢tyfuhelniku
s nasledujici vlastnosti: Pokud postupné oznacime K,L,M a N paty kolmic, spusténych
z bodu P na ptimky AB, BC,CD a DA, pak jsou ptimky KL a MN rovnobéZné (obr. 22).

Obrdzek 22 Priklad bodu P splriujici zaddni problému.

1. zplsob reseni

Stejné jako v prvnim prikladu, i zde neslo aplikovat pfikaz ,Mnozina“. Pfikaz sice graficky
zobrazi hledanou mnozinu bodd, ale pouze za podminky, Ze zname zplsob konstrukce
jejiho libovolného bodu, coz neni tento pfipad.

Jina situace je v pripadé prikazu ,RovniceMnozinyBodu“. U ného staci zadat geometrickou
podminku. Program ji preloZi do feci rovnic a ty vyresi. Ne vidy tento ptikaz funguje (viz
pozndmku v sekci 3.3), ale zde hledanou mnoZinu spocitat dokdzal. Kroky k reSeni byly
nasledujici.

Experiment (otevieny, kategorie ,,Konstruktivni experiment“): Dokaze ptikaz
RovniceMnozinyBodu spocitat hledanou mnozinu?

1. tvrzeni: Hledana mnoZina bodu P je jista kruZnice, prochazejici vrcholy B, D ¢tyfahelniku
ABCD (obr. 23).
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Obrdzek 23 Program spocital, Ze hledanym resenim je jista kruZnice. Na obrdzku je také prikaz, ktery k urceni
mnoZiny vedl|.

Dva body jsou na urcéeni kruznice malo, navic reSitel neznal divody, pro¢ by hledanou
mnozinou méla byt kruznice. Co uréuje kruznici, kterd prochazi dvéma body? Napf. to, Ze
ze vSech bodu kruZnice je dana tétiva vidét pod stejnym orientovanym thlem. To znamen3,
ze pokud zdlvodnime, Ze pro libovolny P plati «<DPB = Konstanta, zd{vodnime tim
soucasné, Zze hledanou mnozinou je kruznice. Pokud se ndm podafti tento Uhel spoditat,
mulzZeme pak kruZnici jednoduSe zkonstruovat. Na zdkladé konstruktivni argumentace

(abdukce) dospél fesitel k nasledujicimu tvrzeni.
2. tvrzeni: Orientovany uhel DPB je konstantni.
Zddvodnéni 2. tvrzeni:

Ackoli k pfesnému dukazu tvrzeni by bylo nutné uvazovat orientované uhly, zde s nimi
pocitat nebudeme, jejich aplikace ale neni obtizna. Budeme uvaZovat nejjednodussi ptipad,
kdy se bod P nachazi uvnitf konvexniho ¢tyrahelniku, jako tomu je na obr. 24.
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Obrdzek 24 1. Zplsob reseni problému

Necht bod P spliiuje zadani ulohy. Vedme bodem A primku AX, kterd je rovnobézina
s pfimkami NM a KL. Pak plati rovnosti:

a = <DNM = «DAX
B = ¥BKL = ¥BAX
Proto
a+ [ =<DAX + «BAX = «DAB = Kkonstanta

Ctyiuhelnik DNPM je tétivovy (protéjsi Ghly jsou pravé), z véty o obvodovych thlech tedy
plyne a = <DNM = «DPM. Analogicky dospéjeme krovnosti f§ = <BKL = <BPL.
Nakonec spocitame velikost uhlu DPB:

4<DPB = <«DPM + «MPL + «BPL = a + (180° — <DCB) + f
= 180° + «DAB — «D(CB

Vyraz na levé strané je konstanta, protoZe zavisi pouze na protéjSich ihlech ¢tyrfahelniku.
Dikaz 2. tvrzeni a celého problému je tim kompletni.

2. zpusob reseni

VysSe uvedené feSeni je z urcitého Uhlu pohledu neuspokojivé: Neda se aplikovat na
obecnéjsi problém, ktery byl feSen v ¢lanku (Blazek, Pech, 2021). (Znéni tohoto obecného
problému uvadét nebudeme). Hleddme proto jiné feseni.
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Autor si ,hral” s reSenim, které mu poskytl software, pricemz zpozoroval zajimavou véc:
V urcitém bodé Z hledané kruZnice se pfimky MN a KL stanou identickymi: Jinymi slovy,
paty kolmic z bodu Z na strany Ctyfuhelnika leZi v pfimce. Na zdkladé vizudlniho vnimani

dynamické konstrukce dospél k nasledujicimu faktu (obr. 25).

1. tvrzeni: Hledana kruznice prochdzi bodem Z, pro ktery plati, Ze paty kolmic, spusténé

z tohoto bodu na strany ¢tyruhelniku, lezi v pfimce. Kruznice je tedy jednoznaéné urcena
tfemibody B,D a Z

Obrdzek 25 KruZnice je urcena tfemi vyznacnymi body: D, B a Z

Primym duasledkem predchoziho tvrzeni je, Ze pokud dokdzeme sestrojit bod Z, dokdzeme
sestrojit i hledanou kruznici. Pfed feSitelem vyvstaly dva ukoly: 1) Sestrojit bod Z.
2) Zdavodnit, proc¢ kruznice prochazejici body B, D a Z vyhovuje zadani ulohy.

Redeni prvniho tkolu najdeme v literatufe (napt. Nathan 2007; o této problematice se viak
pojednava na mnoha webovych strankach). Bod Z je takzvany Miquellv bod ¢tyrahelniku
ABCD. Kazdy ¢tyruhelnik, jehoz (alespon jedna) dvojice protéjsich stran je riznobézna, ma
pravé jeden Miqueliv bod, jehoz konstrukci lze zddvodnit na zakladé Simsonovy-
Wallaceovy véty, které se blize vénujeme v pfiloze. Konstrukce je nasleduijici:
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Oznacme E prlsecik pfimek AB a DC a F prusecik pfimek CB a AD. Pak vSechny kruznice
(BCE), (ADE), (DCF) a (ABF) prochazeji bodem Z. Staci tedy sestrojit dvé z téchto
kruznic. Jejich druhy prlsecik (jiny nez A,B,C, D, E, F) je bod Z.

Zbyva tedy zd(ivodnit, proé libovolny bod P kruznice (BDZ) splfiuje zadani Glohy. Resitel si
s konstrukci zpocatku hral bez jakéhokoliv planu, az dospél k nasledujicimu experimentu.
(K porozuméni nasledujiciho textu jsou nutné pokrocilejsi znalosti euklidovské geometrie,
které Ize nalézt napft. v knize (Ostermann, Wanner, 2012).)

Experiment (otevieny, kategorie ,Néhodny experiment*): Resitel zapnul stopu pfimky MN
a pohyboval bodem P po kruznici (BDZ). Zjistil, Ze stopa této pfimky tvofi Steiner(v deltoid
(obr. 26). Pro ten je typické, Ze ho tvofi také stopa Simsonovy pfimky. Vznika proto otazka:
Je mozné nahlizet na pfimku MN jako na Simsonovu pfimku néjakého trojuhelniku?

Obrdzek 26 Stopa pfimky MN tvori Steineriv deltoid

Resitel zjistil, Ze tomu tak skute¢né je: P¥imka MN je Simsonova p¥imka trojuhelniku DXY,
kde X je druhy prlsecik kruznice (BDZ) s pfimkou DA a Y druhy prlsecik této kruznice
s pfimkou DC (obr. 27).
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Obrdzek 27 Pfimka MN je Simsonova pfimka trojuhelniku DXY

Analogickou Uvahu Ize zopakovat pro pfimku KL. S pomoci vySe uvedeného experimentu
tak dospivame k nésledujicimu tvrzeni.

2. tvrzeni: Pfimka M N je Simsonovou primkou jistého trojuhelniku, vepsaného do kruznice
(BDZ). Stejné tak, pfimka KL je Simsonovou ptfimkou (jiného) trojuhelniku, vepsaného do
kruznice (BDZ).

Ted uz mél fesitel reSeni na dosah, nebot si pfipomnél nasledujici lemma (Nathan, 2007).

Lemma: Simsonovy pfimky dvou trojuhelnikl vepsanych do stejné kruznice, které prisluseji
stejnému bodu P této kruznice, sviraji konstantni Uhel, ktery nezavisi na volbé bodu P na
kruznici (obr. 28).
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Obrdzek 28 Simsonova primka D, E; F, svird se Simsonovou pfimkou D, E,F, stdle stejny uhel a, bez ohledu
na to, jaky bod P kruZnice opsané dvéma danym trojuhelnikiim zvolime.

Staci proto pouze zdlivodnit, Ze existuje bod na kruznici (BDZ), pro které jsou (Simsonovy)
pfimky MN a KL rovnobéziné. Jaky bod zvolit?

Presné zddvodnéni 1. tvrzeni:

Prliseciky kruznice (BDZ) spolu se stranami ¢tyfuhelniku ABCD tvofi dva trojuhelniky:
DXY (obr. 27) a BX'Y’ (zkonstruujeme jej stejnym zplisobem jako A DXY). MN je
Simsonova pfimka prvniho trojuhelniku, KL je Simsonova pfimka druhého trojuhelniku.
Pokud zvolime P = Z, jsou tyto pfimky totozné a tedy i rovnobézné. V disledku Lemmatu
jsou rovnobéiné pro kazdy bod P € (BDZ).

Neni tézké ovéfit, Zze zadny jiny bod roviny Uloze nevyhovuje. Tento dikaz zde uvadét
nebudeme.
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6 Vyzkum

Kapitola se sklada ze tti sekci. Prvni sekce (Metodologie vyzkumu) uvadi na obecné Urovni
metodu, jakou byla ziskdna data, vztahujici se k vyzkumnym otazkam, a zplsob jejich
vyhodnoceni. Druha sekce (Data vyzkumu: prvni tri experimenty) popisuje data, ktera byla
ziskana ve vztahu k vyzkumnym otdzkdm. Podobny obsah ma i nasledujici sekce (Data
vyzkumu: Ctvrty experiment), prezentujici vysledky posledniho sbéru dat. Ackoli data
v tomto experimentu jsou kvalitativné stejna jako v téch prechazejicich, zplasob jejich sbéru
byl jiny: 1) Byla ziskana pozorovanim a rozhovorem, zatimco v pfedchozich experimentech
byly zdrojem dat z velké ¢asti zdznamy na papife a dotaznik. 2) Jelikoz studenti byli
pozorovani, bylo moZno upravit a rozsifit jevy, které byly sledovany ve vztahu k vyzkumnym
otazkdm. V posledni sekci (Interpretace a shrnuti dat) jsou shrnuty zavéry ve vztahu
k vyzkumnym otazkam.

6.1 Metodologie vyzkumu

V této sekci uvadime obecnou podobu vyzkumu, problémy, které studenti resili a zpasob
vyhodnoceni dat ve vztahu k vyzkumnym otazkdm. Je rozdélena do Ctyr casti: Objekt
vyzkumu, Obecnd podoba vyzkumu, ZpGsob vyhodnoceni dat, Re$ené problémy.

6.1.1 Objekt vyzkumu

Vyzkumny problém, kterym se tato prace zabyva, totiz jak vyrazna je pomoc softwaru DGE
pfi hledani dlikaz(i v geometrii, nelze oddélit od vybéru studentdl, od nichz data ziskdvame.
Tito studenti by na jedné strané neméli byt vyspélymi matematiky, nebot pak by nejspise
byli schopni dokoncit dlilkaz bez pomoci softwaru, na druhou stranu nemohou ani byt
Uplnymi zacatecniky.

Proto jsme zvolili studenty ucitelstvi matematiky pro 2. stupen zakladnich skol, konkrétné
z 2. a 3. ro¢niku bakalarského studia a 1. roéniku magisterského. Ti s obtiZznéjsimi problémy
nemaji zkusSenosti, takze software by pro né mohl byt vyraznym pfinosem. Zaroven to
nejsou zacatecnici, nebot se ve vyuce setkali s potfebnymi matematickymi teorémy, jejichz
znalost je nutnou podminkou pro dosazeni validnich dikaz(. Navic jsou dobfe obeznameni
s potfebnymi nastroji DGE softwaru (GeoGebry), takze se prfed experimentem nemusi
vyhradit ¢as na instrumentalni genezi (sekce 3.1).

Studenti, ktefi byli objektem vyzkumu, splfiovali nasledujici kritéria:

— Studovali ucitelstvi matematiky alespon druhym rokem (a néktefi ¢tvrtym)

— Setkali se pfi svém studiu s potfebnymi teorémy.

— Tyto teorémy byly pred vyzkumem zopakovany.

— Z hlediska znamek patfili k priméru az nadpriméru v rocniku (zejména 4.
experimentu se Ucastnili studenti, ktefi ve svém roc¢niku patfili k nejlepsim)
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6.1.2 Obecna podoba vyzkumu

Vyzkum probéhl celkem sedmkrat, pokazdé trval od 90 minut do dvou hodin. Studenti fesili
obtiznéjsi geometrické Ulohy nejdfive s papirem a tuzkou a — pokud nebyli Uspésni — mohli
pfi feSeni pouZivat GeoGebru. Nékterd setkani byla identicka jak podminkami (¢imz mame
na mysli zplsob sbéru dat), tak ulohami. Proto mame pouze Ctyfi rizné experimenty, které
se v urcitych ohledech lisily. V prvnich tfech experimentech byla vSechna data ziskana
v psané podobé (dotazniky a zdznam prace studenta na jeho papife). V poslednim
experimentu, ktery se skladal ze tfi rlznych setkani se studenty, byla snimdna obrazovka
pocitace kazdého studenta a po kazdé experimentalni fazi s nim nasledoval rozhovor. Faze
feSeni kazdého problému byly nasledujici:

Prefdze: Zopakovani zakladnich teorému formou testu a jeho spolec¢né opravy

1. féze (20 min): Re$eni problému pouze s papirem a tuzkou
Dotaznik: Zda student vyresil problém, zda pfiSel na néjaké domnénky, vztahujici se
k feSeni, pripadné jak na tyto domnénky pfrisel.

2. fdze (20 az 40 min): Re$eni problému s podporou GeoGebry pro ty, co nevyiesili
problém v predchozi fazi.

Dotaznik: Dotazy, zda student vyreSil problém, zda pfiSel na néjaké domnénky,
vztahujici se k feseni, pfipadné jak na tyto domnénky pfisel (viz text dale).

3. fdze (40 a7 50 min): Redeni problému s ndpovédou. Studentlim byla prozrazena
vSechna fakta (,,hypotézy“), ktera s feSenim souvisi.

4. faze (50 az 60 min): Studentim jsou prozrazeny teorémy, které se vztahuji k feseni.
Druhy dotaznik obsahoval néasledujici otazky:

1) Vyresil/a jste problém (logicky zdtvodnil/a)? Pokud ano, feseni jesté jednou
napiste.
2) Objevil/a jste néjaké hypotézy, o kterych si myslite, Ze souviseji s feSenim? Jestlize
ano, jaké?
3) Objevil/a jste fakt A? 8
4) Objevil/a jste fakt B?
5) Jak jste tyto hypotézy objevil/a? Priklady:
e Vedla mé k ni ivaha. (Jaka?)
e Obijevil/a jsem ji na zakladé vizualniho vnimani.
e Nahodné jsem méfil/a thly geometrické konstrukce.

Prvni dotaznik byl podobny, ale neobsahoval treti a ¢tvrtou otazku, u paté otazky nebyly
zminény konkrétni priklady.

8 Kazdd Uloha obsahovala dvé tzv. ,netrividlni fakta“, kterd bezprostifedné souvisela s Fesenim problému.
Pod obecnym oznacenim ,fakt A“, ,fakt B” si ctenar miZe predstavit konkrétni tvrzeni, jako ,,Uhel MPS je
pravy” nebo ,Ctyfuhelniku Ize opsat kruznici®. Pojem ,netrividlni fakt” je vysvétlen dale v textu.
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U kazdého predloZzeného problému se faze 1 az 4 opakovaly. Ne kazidy vyzkumny
experiment mél ale tuto podobu. Napfiklad prvni experiment se skladal pouze z prvnich
dvou fazi, zbylé dvé se objevily aZz v téch ndsledujicich. Posledni experiment se lisil vtom,
Ze ke sbéru dat nebyl pouZit dotaznik, ale rozhovor. Vzhledem k témto odliShostem proto
u kazdého experimentu explicitné uvedeme, jakym zplsobem probihal.

Vétsina studentd resila pouze dva tzv. ,zakladni problémy”, pouze dva studenti fesili pfi
poslednim experimentu dalsi dva ,doplrikové” problémy. Jejich znéni uvedeme v dalsi ¢asti
této sekce.

JelikozZ znalosti jsou nutnou podminkou pro to, aby mohl student problém vyfresit, byl pfed
kazdym vyzkumnym testem vyhrazen €as na zopakovani nékterych teorém (prefdze). Aby
nedoslo k pfilis velkému ulehéeni Ukolu, zamérné vyzkumnik pfipomnél vice teorém, nez
bylo k feseni potfeba. Byly to:

Véty

Stejnolehlost (*)

Mocnost bodu ke kruznici (*)

Podminky rovnobézZnosti pfimek (*)

Nutna a postacujici podminka pro to, aby byl ¢tyfahelnik tétivovy
Thaletova véta

Véta o obvodovém a stfedovém uhlu

oznatené (*) studenti nepotifebovali, byly uvedeny z divodu zminéného vyse.

Zdlraznéme jesté, Ze se pro studenty jednalo pouze o opakovani, nikoli o néco nového.

Ve vSech experimentech byly sledovany nasledujici charakteristiky:

1.

6.1.3

Zda student byl schopen problém vyresit s podporou DGE (pfipadné bez podpory
softwaru).

Zda student objevil s pomoci DGE relevantni fakta.

Pokud je objevil, jakym zplGsobem na né pfisel (ve vztahu k UTM).

Zda byl student schopen problém vyresit s napovédou. Pokud ano, s jakou (3. faze
— prozrazeni relevantnich hypotéz, 4. faze — explicitni zminéni teoréma,
vztahujicich se k reseni).

Zpisob vyhodnoceni dat

V kazdé z uvedenych fazi byly sledovany urcité charakteristiky (napt. zda student problém
vyresil nebo ne), které slouzily k zodpovézeni vyzkumnych otdzek. Konkrétné otazka

l.a.

Napomahad software DGE k objevu relevantnich fakt(, vztahujici se k feseni
problému, ve srovnani s prostifedim papir - tuzka?

byla zodpovézena dvéma pary udajd. Prvni par udajli predstavoval pocet studentd, ktefi
byli schopni nalézt relevantni hypotézu bez pomoci softwaru v prvni fazi a pocet studentd,
ktefi byli schopni nalézt hypotézu s pomoci softwaru ve druhé fazi. Druhy par Gdajl
vychazel z celkového poctu hypotéz objevenych v prvni fazi a celkového poctu hypotéz
objevenych v druhé fazi.
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Jesté pripomenme, Ze studenti resili dany problém ,klasicky” a teprve poté s podporou
softwaru. Takové uspofadani ma vzhledem k vyhodnoceni dat jednu vyhodu a jednu
nevyhodu.

Nevyhoda spociva vtom, Ze ziskand data, pfrislusejici rGznym fazim (bez softwaru, se
softwarem) nejsou zcela , disjunktni“ — nelze vyloucit, Ze to, co student objevi s podporou
softwaru, by objevil i samostatné, a naopak. Rozeberme tuto problematiku detailné:

e MizZe nam naptiklad vyjit, Ze pocet hypotéz, které studenti nalezli v prostredi papir-
tuzka, je vyssi nez pocet hypotéz, které nalezli s podporou DGE. Tak bychom mohli
dojit k chybnému zavéru, Ze prostfedi papir-tuzka je pro tvorbu hypotéz lepsi nez
prace s asistenci softwaru. Pro¢ je tento zdvér chybny, vysvétluje usporadani
experimentu: Studenti nejdfive pouZivali pouze papir a tuzku a teprve poté mohli
pouzivat software. Pokud by pracovali se softwarem od zacatku, je vysokd
pravdépodobnost, Ze by nasli ty samé hypotézy. Tento jev v rdmci uspordddni
experimentu zvyhodriuje prostredi papir-tuzka.

e Studentise dostanou k préci se softwarem pozdéji. V ziskaném ¢ase mohou hloubéji
proniknout do jadra problému, coz mize znamenat vyssi pravdépodobnost objevu
hypotézy. Jinak feceno, nelze vyloucit, Ze to, co student objevi s pomoci softwaru,
by objevil i bez jeho asistence, mél-li by k dispozici vice ¢asu. Tento jev v rdmci
uspordddni experimentu zvyhodriuje prostredi s podporou DGE.

Dulezitost druhého jevu vsak neni zdaleka tak velka jako dUleZitost jevu prvniho. Divodem
je, ze ulohy, které studenti resili, nebyly aZ tak slozité — zkuSeny ¢lovék by je pravdépodobné
vyresil béhem nékolika minut — pfesto méli na nalezeni jejich fesSeni v kazdé fazi znacny cas
(20 minut). Je vysoka pravdépodobnost, Ze pokud student nedostal jediny konkrétni napad
béhem tohoto intervalu, nachazel se ve slepé uli¢ce a za dalSich 20 minut by se neposunul
dal. Proto plati, Ze usporadani experimentu vyrazné zvyhodnuje fazi papir-tuzka pred fazi,
kdy mohli studenti vyuzivat software.

Vyhodou usporadani vyzkumu je, Ze v tradi¢né pojatém experimentu s kontrolni skupinou
(prostiedi papir tuzka) a experimentalni skupinou (podpora softwaru) by bylo nutné zajistit,
aby studenti méli stejny vychozi potencidl, do néhoz se ftadi jak uroven jejich
matematickych znalosti a zkuSenosti, tak i intelekt. To by vSak bylo vzhledem k poctu
studentll, ktery byl ve vyzkumu kdispozici, téméf nemozné. Stacilo by zarazeni
nejschopnéjsiho studenta do té ¢i oné skupiny, aby doslo k vychyleni vysledkd. V pouZzitém
usporadani takové vychyleni nemuZe nastat, nebot je se viemi studenty zachazeno stejné.

V poctu studentq, ktefi (ne)objevili relevantni fakta, je nékolik z nich pocitdno vice nez
jednou —jsou to ti studenti, ktefi fesili alespon dvé ulohy. (Jeden student fesil dokonce Ctyfi
ulohy.) Proto by se mélo spiSe hovofit o ,poctu pfipadli” nebo o ,poctu jev(“. JelikozZ je
cilem vyzkumné otdzky srovnat rQizna prostfedi a miru pomoci softwaru a jelikoz se
s kazdym studentem v tomto ohledu jednalo stejné, budeme situaci, kdy jeden student resil
dva problémy, interpretovat jako dva nezavislé ptipady.
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Otazka I.b.

I.b.  Napomaha pouziti softwaru DGE tvorbé deduktivniho zdlvodnéni fesSeni ve
srovnani s prostfedim papir - tuzka?

byla zodpovézena podobné srovnanim poctu studentd, ktefi vytesili problém samostatné
(1. faze) a poctu student, ktefi vyresili problém s DGE, ale bez napovédy (2. faze). Opét je
nutné uvést poznamky, které se tykaly i pfedchozi otazky.

Usporadani experimentu zvyhodnuje prostiedi papir-tuzka: Studenti, ktefi vyresili problém
bez softwaru, by ho vyresili i se softwarem. Opacné tvrzeni, totiz Ze studenti, ktefi vyresili
problém spomoci softwaru, by ho wvyfesili i bez softwaru, je mnohem méné
pravdépodobné.

Co se tykd pojmu ,pocet studentid”, i zde by bylo moZzné hovofit o ,poctech pripadd”,
protoZe ne kazdy student feSil pouze jednu ulohu a v kategoriich vyresil/nevyresil je
zaznamenan tolikrat, kolik dloh tesil (nejcastéji dvakrat). Opét budeme pokus o fesSeni
kazdé ulohy chdpat jako nezavisly bez ohledu na to, zda student resil i jiny problém.

Zodpovézeni druhé vyzkumné otazky:

I Jaké jsou pficiny selhani studentl pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?

zavisi na tom, ve které ze ctyr fazi vyzkumu student (ne)dokoncil své feSeni. Za timto
Ucelem byli studenti rozdéleni do kategorii, které odpovidaji fazim, ve kterych dukaz
dokoncili. Za uspésného jsme pokladali takového studenta, ktery byl zafazen do prvni nebo
druhé kategorie. Je zfejmé, Ze jednotlivé kategorie hodné vypovidaji o problémech
studenta. Napfiklad pokud student nevytesil problém ani ve ¢tvrté fazi (coz ho radi do 5.
kategorie), Ize predpokladat, Ze neni schopen aplikovat matematické teorémy a vytvaret
deduktivni dlkazy. Pri¢iny neuspéchu student(, ktefi diikaz dokondili s néjakou pomoci
(tfeti a Ctvrta kategorie), nelze tak jednoznacné stanovit.

Treti vyzkumna otdzka je slozena ze tfi podotazek. Dvé z nich byly zodpovézeny na zakladé
dat, ziskanych z vyzkumnych testa:

lll.Lb.  Jaka je cetnost vyskytu jednotlivych zplsob( objevovani? Konkrétné, jak vyrazné se
na objevu hypotézy podili FeSitelovy znalosti a logika?

lll.c.  Existuje souvislost mezi zplisobem objevu relevantnich faktd a Uspésnosti pfi feseni
problému?

Vramci UTM jsme vymezili pét zpUsobl, které mohou vést v prostiedi dynamické
geometrie k objevu hypotézy. Konkrétné jde o tyto zpusoby:
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1) Konstruktivni argumentace

2) Vizualnim vnimani dynamické konstrukce

3) Konstruktivni experiment

4) Heuristicky experiment

5) Nahodny experiment

6) Neobjevena hypotéza (tato kategorie slouzi pouze k zodpovézeni otazky, v UTM
nebyla)

VySe uvedenych pét zplsobl objevu hypotézy rozdélime jesté do dvou obecnéjsich
kategorii: Prvni nazveme Konstruktivni objev, druhou Ndhodny objev. Prvni kategorie
obsahuje vSechny pfipady, kdy se na objevu hypotézy podili fesiteldv odhad, logika a
matematické znalosti. Sklada se z téchto pripadu:

e Konstruktivni argumentace
e Konstruktivni experiment
e Heuristicky experiment

Objevu hypotézy vtomto prvnim pripadé predchazi néjakd argumentace nebo zdmér
feSitele. Nastroje softwaru nejsou pouZzivany bez planu.

Druhd kategorie obsahuje pripady, kdy se na objevu podili pouze nastroje softwaru a
nahoda, resitel nesleduje zadny konkrétni zamér. Ndhodny objev se skladad ztéchto

pripadl:

e Vizudlnim vnimani dynamické konstrukce
e Nahodny experiment

Otdzku lll.b. zodpovime tak, Ze kazdou hypotézu zafadime do jedné ze tfi kategorii podle
toho, jakym zplsobem byla objevena. Jde o kategorie Konstruktivni objev, Ndhodny objev

a Neobjevend fakta. Posledni z téchto kategorii oznacuje pfipad, kdy na hypotézu student
vibec nepfisel.

Porovnani poctu pripadd ve treti kategorie s pocty pripad( v prvnich dvou ukdZze na
narocnost objevu a pfistupnost formulace hypotézy, vztahujici se k feSeni. Porovnani
prvnich dvou kategorii mezi sebou ukaze, jaky zplsob objevu hypotéz je Castéjsi — zda
objev, kterému predchazi argumentace a konkrétni zamér, nebo zda hypotézy studenti
objevuji spiSe nahodné — bud vizualnim vnimanim, nebo s pomoci nastrojli softwaru, které
pouzivaji bez védomého zaméru.

Druha ¢ast vyzkumné otazky bude resena podobné. Hypotézy budeme opét fadit do tfech
vyse uvedenych kategorii, tentokrat ale s ohledem na to, zda student problém vyresil, at
samostatné nebo s podporou softwaru (skupina V), nebo nevyresil, pfipadné vyresil az
s ndpovédou (skupina N°). Poté vyplnime nasledujici tabulku:

% Je samozFejmé, Ze ti, kteFi problém samostatné vyfesili, museli pfijit na véechna fakta, souvisejici s
resenim. Neplati vSak nutné, Ze studenti, ktefi problém nevyresili, na tato fakta nepfisli. Prijit na relevantni
hypotézy a na jejich zakladé vytvofrit diikaz jsou dvé odlisné véci.
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Pocet konstruktivné Pocet nahodné Pocet neobjevend
objevenych fakt objevenych fakt fakt
Skupina V A B 0
Skupina N D E F

Pokud budou pocty A a B v tabulce zhruba stejné, znamena to, Ze studenti, ktefi problém
vytesili, pouzivaji k objevu relevantnich faktl se stejnou mirou pravdépodobnosti jak
konstruktivni pristup, tak pristup, ktery spociva na ndhodném pouziti nastroji softwaru.
Pokud jedno z téchto Cisel bude vyznamné vyssi, bude to znamenat, Ze jeden ze zpUsobl je
v praxi student(l preferovan.

Stejnym zpUsobem budeme zkoumat pocty D a E u skupiny N. Ziskané rozdily mezi
skupinami V' a N budou slouzit k zodpovézeni otazky Ill. c.

6.1.4 Problémy, pouZité ve vyzkumu

Ulohy bylo nutné vybrat tak, aby byly pfizplsobené vyzkumnému problému, tj. aby
umoznovaly porovnat préci v prostfedi dynamické geometrie s praci v klasickém prostredi.
Ne kazdy problém je vhodny, nebot ne kazdy umoznuje efektivni vyuziti softwaru. Odborna
literatura se touto otdzkou zabyvala, ale dospéla jen k obecnym poznatkim. Zmifime
nékteré zavéry ¢lankl (Fahlgren M. Brunstrom M. ,2014) a (Leung, 2011):

e Problém by mél byt pfistupny experimentadlnimu zkoumani v softwaru. Mél by
umoznovat aktivity jako prlzkum problému, formulaci domnének, verifikaci,
vysvétleni a zdGvodnéni objevenych vlastnosti.

e |dealni je, kdyzZ Ize pfi prizkumu problému vyuzit funkci tahani objektd. Jednak Ize
tento nastroj snadno a efektivné pouZivat a jednak ma potencial pfeklenout propast
mezi neformalnimi argumenty (zaloZzenymi na empirii) a logickymi argumenty, které
Ize pouzit v matematickém zd{vodnéni.

e Problémy by nemély zac¢inat formuli ,Dokazte, ze...“. Mély by to byt bud’ oteviené
problémy, nebo by jejich cilem mélo byt néco najit, urcit apod.

e |dealni jsou problémy, které umoznuji ,sémanticky diakaz“, tedy dikaz, ktery je
veden konkrétnimi pfiklady a modely.

e Nejvhodnéjsi jsou priklady na urceni mnoZiny bodd, nebot ty obvykle spliuji vyse
uvedena kritéria.

Problémy, které byly vybrany, vétSinu vySe uvedenych kritérii spliovaly: Byly to Ulohy na
mnoziny bod(, jejichz zadani zpravidla zacind formuli ,Urete a zdivodnéte mnoZinu
bodu...“ (nikoli ,Dokazte, Ze ...“), byly pfistupné experimentalnimu zkoumani v prostredi
softwaru a pfri jejich feseni Slo efektivné vyuzit funkci tahani. Pfesto tu bylo nékolik
odlisnosti: Ackoli se vzadani problémU slovo dikaz nevyskytovalo, jeho dosaZzeni bylo
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dllezitym kritériem, které bylo pfi vyzkumu sledovano. Také ne na vSechny domnénky a
hypotézy bylo mozné pfijit funkci tahani objektu.

K spravnému zdUvodnéni feSeni problému bylo tfeba vzit v Gvahu urcitd fakta, ktera nebyla
explicitné zminéna v zadani a jejichZ relevanci musel fesitel odhalit. Tato fakta oznacujeme
jako netrividlni. Pouze (ne)objeveni téchto faktl slouzilo k zodpovézeni prvni a treti
vyzkumné otdzky. Trivialnim faktem pak bylo uréeni hledané mnoziny. Dlivodem je, Ze ke
zjisténi této mnoziny stacilo pouze pouZit ndastroje softwaru jako je nastroj Stopa nebo
MnozinaBodu, pfiéemz souvislost tohoto faktu s feSenim problému byla zfejma jiz ze
zadani. Pouze u netrividlnich faktd musel fesitel mobilizovat urcité rozhodovaci procesy,
zjisténi trivialnich faktl bylo brano jako samoziejmost.

Pokud bychom prezentovali feSeni v duchu Toulminova modelu, feSeni se skladalo ze tfech
deduktivnich krokd (tvrzeni), z nichz ten posledni byl zavér (zdGvodnéni, proc je feSenim
jistd mnozina).

VétsSina student(l reSila pouze dva ,zakladni problémy”, kterych se tykd vyse uvedena
charakteristika. Pouze dva studenti resili také dva , doplfikové problémy”.

Uvedeme nyni zadani a feSeni vSech Ctyr problému, pouzitych ve vyzkumu. Dlrraz bude
kladen na prvni dva, nebot ty fesila vétsina studentd.

Zakladni problémy

Cilem zdakladnich problémU bylo urcit a matematicky zdlvodnit mnoZinu bod(, ktera byla
v zadani implicitné definovana urcitym zplsobem konstrukce. Nejdfive uvedeme zadani
problému, poté jeho idealizované feseni ve dvou formdach — prvni ukazuje, jak by toto feseni
mohlo probihat bez softwaru, a druha forma ilustruje moznou pomoc softwaru v pribéhu
feSeni. Nakonec uvedeme u kazdého z problému fakta (,,tvrzeni“ nebo , hypotézy”“), ktera
bylo nutné objevit, aby byl dikaz kompletni.

1. problém, zaddni

V roviné jsou dany dvé vzajemné kolmé primky a, b. Jejich prisecik oznacme S. Na primce
a zvolte bod M a na pfimce b bod B. Zkonstruujte kruznici k s primérem MS a dale pfimku
BM. Druhy prlsecik pfimky BM s kruznici k oznacte P. Uréete a zdUvodnéte mnozinu bodu
P pokud bod M ,,projde” celou pfimku a.
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S B b

Obrdzek 29 Zaddni 1. problému

Idealizované rfeseni 1. problému, provedené klasickym zpisobem:

Zamérime pozornost na velikost Uhlu MPS. Uvédomime si, Ze je to Uhel nad primérem
kruZznice a vybavime si Thaletlv teorém.

e Tvrzeni 1 (deduktivni odivodnéni): uhel MPS je pravy.

Zatim neni jasné, zda ma Tvrzeni 1 k feSeni néjaky vztah. Otdzka je: ma pfedchozi tvrzeni
néjaké dusledky? Odpovéd: uhel SPB je pravy.

e Tvrzeni 2 (deduktivni odivodnéni): uhel SPB je pravy.

Opét si vybavime ThaletlQv teorém, tentokrat v opacném znéni: Mnozina bod(, z nichz je
usecka vidét pod pravym uhlem, je kruzZnice, jejimz priimérem je dana usecka. Dochazime
k zavéru:

e Tvrzeni 3 (deduktivni odvodnéni): Redenim je kruZnice sprlimérem SB
s vyloué¢enim bodu B (tomuto bodu neodpovida zadny bod M na pfimce a).

Jelikoz vsechna tfi tvrzeni mame deduktivné zdlvodnénd (vychazi od predpokladd
k zavéru), je dikaz dokoncen.
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Obrdzek 30 Reseni 1. problému

llustrace pomoci softwaru pri reSeni 1. problému

Pokud student neobjevi, at uz s pomoci odhadu, intuice nebo Cisté dedukce vsechna tfi
tvrzeni, problém nevyresi. Je zde vice cest, jak miZe GeoGebra pomoci. Kazdy kompetentni
student, ovladajici jeji nastroje, by mél byt schopen objevit, Ze hledanou mnoZinou je
kruznice. Rovnéz muze zmérit uhel MPS a zjistit, Ze je pravy pro libovolnou polohu bodu
M.

Uvedme idealizované feSeni s podporou GeoGebry. Toto feSeni budeme prezentovat
v ramci modelu UTM:

Nejdrive ur¢ime mnozinu bodd P pomoci pfikazu ,Mnozina“: Bod M je ,,mover”, bod P je
»tracer”. Mnozinou je kruznice s primérem BS.

e Tvrzeni 1 (Konstruktivni experiment, trividlni experiment): Re$enim je kruznice
s primérem SB.

Tento experimentalni fakt pokladame za trividlni, ¢imz mame na mysli, Ze k zjiSténi tohoto
faktu je nutnd pouze znalost nastrojli softwaru, nepodili se na ném resitelovo rozhodovani
a invence.

Dale si vSimneme na zakladé pouhého vizualniho vnimani, Ze ihel SPB je pravy. Zmétime
tento Uhel a dospéjeme k druhému tvrzeni.

e Tvrzeni 2 (Fakt ziskany s pomoci vizudlniho vnimani): Uhel SPB je pravy.
JelikoZ je Uhel SPB je pravy, musi byt pravy i Uhel MPS, nebot jejich soucet dava thel ptimy.

e Tvrzeni 3 (Konstruktivni argumentace - abdukce): Uhel MPS je pravy.
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Vyvozeni tretiho tvrzeni je priklad abdukce: z empirického faktu vyvozujeme logické
dlsledky.

Nyni je na resiteli, aby tato fakta matematicky propojil. Klicovym faktorem pro feseni je
Thaletllv teorém, ale ten sdm nestaci, fakta je nutné jesté usporddat do sprdavného
logického fetézce. Napfiklad v 3. tvrzeni jsme dosli k zavéru, ale ve skute¢nosti se z tohoto
tvrzeni pfi ddkazu vychdzi. Sprdvna uvaha neni 1.tvrzeni = 3.tvrzeni, ale 3.tvrzeni =
1. tvrzenti.

Fakta (hypotézy, tvrzeni) 1. problému, kterd souviseji s FeSenim

Jednotlivé kroky matematického zdlvodnéni jsou tyto:

Tvrzeni 1 :Uhel MPS je pravy.
Tvrzeni 2: Uhel SPB je pravy.
Tvrzeni 3: Re$enim je kruZnice s primérem SB.

Ze tri fakt(, které mize GeoGebra poskytnout, jsou dvé ,netrividlni“ — jde o velikosti uhll
MPS a SPB. U téchto faktd totiz neni zfejmé, Ze souvisi s feSenim ulohy. ZpUsob objevu
téchto faktl studenty je predmétem prvni a tfeti vyzkumné otazky.

Naopak zjisténi hledané mnoziny spada do kategorie , trividlnich fakt(“.

Proto ve vyzkumnych testech ve druhé fazi feseni s podporou DGE kladné ocerfiujeme
nalezeni pouze netrivialnich faktl, nalezeni trivialniho faktu pokladame za samoziejmé.

2. problém, zaddni

Jsou dany dvé kolmé ptimky a, b s prlsecikem v bodé S. Sestrojte pravouhly trojuhelnik
ABP s pravym Uhlem pfi vrcholu P a dhlem PBA = 30° tak, Ze bod A leZi na pfimce a, bod
B na ptimce b a délka usecky AB je rovna dané konstanté. Jakou mnoZzinu bodu tvofi bod
P za predpokladu, Ze se bod A pohybuje po pfimce a?
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Obrdzek 31 Zaddni 2. problému

Idealizované reseni 2. problému, provedené klasickym zplsobem:

Uvédomime si, Ze bodiim A, P, B a S lze opsat kruznici (Thaletova véta nebo vlastnost
tétivového ctyruhelniku).

e Tvrzeni 1 (deduktivni odivodnéni): body A4, P, B, S lezi na kruznici.

Zkoumame dUsledky predchoziho tvrzeni: Podle véty o obvodovém uhlu je Uhel PBA roven
Uhlu PSA. Jinymi slovy, uhel PSA je konstantni a roven 30°.

e Tvrzeni 2 (deduktivni odivodnéni): <PSA = 30°.

Bod P tedy leZi na pfimce. JelikoZz PS < prumér kruznice = AB, je nutnou podminku pro
polohu bodu P na této pfimce, aby jeho vzdalenost od bodu S nepfesahla vzdalenost AB.
Neni tézké ovéfit, Ze tato nutna podminka je soucasné i podminkou postacujici.

e Tvrzeni 3 (deduktivni od@ivodnéni): Reenim je Usecka o délce 2|AB]|, se stfedem
v bodé S, svirajici s pfimkou a uhel 30°.
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Obrdzek 32 Reseni 2. problému

Komentar k reseni:
Tvrzeni 1: body A, P, B, S lezi na kruznici.

Tento pfiklad je podstatné narocnéjsi nez predchozi. Pro nezkuseného resitele mize byt
predstava, Ze zd(vodnéni problému zavisi na tom, Ze jisty Ctyfuhelnik je tétivovy,
prekvapiva a neintuitivni.

Tvrzeni 2: <PSA = 30°.

Aplikace véty o obvodovych dhlech také neni samoziejmosti, nebot v zadani neni
trojuhelnik ABP staticky, ale dynamicky klouze po ptimkach, tedy se méni kruznice
samotna. Véta o obvodovych Uhlech patfi do elementarni geometrie, ale zde ji bylo tfeba
aplikovat v netypické situaci.

Tvrzeni 3: feSenim je Usecka.

Je prekvapivé, ze se v experimentech nasly pripady, kdy studenti sice dospéli k predchozimu
poznatku, ale nebyli schopni udélat posledni krok, totiz odvodit z konstantni velikosti Uhlu
APSA fakt, ze bod P lezi na pfimce.

llustrace pomoci softwaru pfri reSeni 2. problému

| zde je vice cest, jak mGze DGE pomoci. Opét budeme idealizované rfeseni prezentovat
v ramci modelu UTM.
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Student okamzité zjisti s pomoci funkce Mnozina, Ze hledanou mnozinou je ¢ast primky.

e Tvrzeni 1 (Konstruktivni argumentace, triviadlni experiment): Re$enim je Usecka,
prochdzejici bodem S.

Dale zméfi velikost Uhlu <PSA. Jeho dlvody pro méreni mohou byt neurcité (modalita
»wandering measuring“ viz sekce 5.2), jedna se tedy o nahodny experiment (studentovi
neni zndma konkrétni souvislost experimentu s feSenim problému) a otevieny experiment
(student nevi, jaky bude vystup experimentu). Po jeho provedeni vsak zjisti, Ze plati rovnost
APSA = <PBA = 30°.

e Tvrzeni 2 (nahodny experiment): Plati xPSA = <PBA = 30°.

Z tohoto faktu student odvodi za pomoci matematické teorie, ze Etyruhelnik APBS je
tétivovy. Tento fakt pak s pomoci softwaru verifikuje. Jedna se tedy o konstruktivni
argumentaci, kterd vedla k objeveni faktu.

e Tvrzeni 3 (Konstruktivni argumentace - abdukce): Z predchoziho tvrzeni a véty o
obvodovych uhlech plyne, Ze ¢tyfuhelnik APBS je tétivovy.

Ale i s pouZzitim GeoGebry neni samoziejmé, jak od téchto poznatk(i dospét k feseni ulohy.
PfedevsSim neni zfejmé, jakou maji tyto poznatky hierarchii. Plyne z rovnosti uhli PSA a
PBA, ie je ctyruhelnik tétivovy, nebo je tomu naopak? Dokondit dikaz vyZzaduje jesté
hodné duavtipu. Vyse uvedeny abduktivni postup dospél k poznatku, jehoz pozice v dikazu
neni zavérem, ale jde pouze o prvni krok smérem k dokazovanému tvrzeni.

Fakta (hypotézy, tvrzeni) 2. problému, kterd souviseji s FeSenim

Jednotlivé kroky matematického zd{ivodnéni jsou tyto:

Tvrzeni 1: Body A4, P, B, S lezi na kruznici.
Tvrzeni 2: <PSA = «<PBA = 30°.
Tvrzeni 3: Re$enim je Usecka.

Ze tfi fakt(, které mize GeoGebra poskytnout, jsou ,netrividlni“ Tvrzeni 1 a Tvrzeni 2. Neni
u nich zfejmé, Ze s feSenim ulohy souvisi. Zjisténi hledané mnoziny spada do kategorie
Htrividlnich faktd”, k jejimu ur€eni staci znalost nastrojl softwaru, jako je ,,Mnozina“ nebo
»Stopa objektu”

Srovnadni obtiZnosti zakladnich uloh

Z hlediska Toulminova modelu je potfeba tfech deduktivnich krok(, nez dojdeme k reseni
kazdé z obou uloh. Presto tyto Ulohy nejsou stejné obtizné. V druhé sekci druhé kapitoly
(Redeni problém( a dikaz z hlediska pedagogického a psychologického) jsme rozliovali dva
druhy kognitivniho spojeni poznatkl: ,primary level” (souvisejici poznatky jsou si blizsi,
pouzivaji se v nich stejné pojmy atd.) a , reflective level” (subjekt aplikuje poznatky, které
nejsou tak blizké a vytvari vzdalené asociace). K tesSeni prvni ulohy staci znat pouze
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Thaletovu vétu v obou smérech, zatimco u druhé ulohy je nutné znat podminky, kdy je
Ctyruhelnik tétivovy, poté aplikovat vétu o obvodovych uhlech, a nakonec z poznatku, Ze
jisty uhel je konstantni, vyvodit, Ze hledanou mnoZinou je primka. Tyto kroky souvisi
s rlznymi teoretickymi oblastmi geometrie, proto vyresit druhou ulohu je vyrazné

vevs

Dopliikové problémy

3. problém, zaddni

Je dan obecny trojuhelnik ABC. Na jeho opsané kruznici k zvolme libovolny P. Ozna¢me D
a E paty kolmic z bodu P na strany AB a BC. Uvazme kruznici [, opsanou trojuhelniku PDE.
Urcete, jakou mnozZinu bod(l opisuje stfed S kruznice [, pokud pohybujeme bodem P po
kruznici k.

Obrdzek 33 Zaddni 3. problému

Idealizované rfeseni 3. problému, provedené klasickym zpisobem:

Nejdrive si vSimneme, Ze body D, E lezi na Thaletové kruZnici s primérem PB. To znamena,
Ze kruZnice opsana trojuhelniku PDE prochazi bodem B. Dochazime tak k prvnimu tvrzeni:

e Tvrzeni 1 (deduktivni odivodnéni): KruZznice [ opsana trojuhelniku PDE je
identicka s Thaletovou kruzZnici s primérem PB.

Stfed kruznice [ leZi ve stfedu Usecky PB, nebot ta je primérem této kruZnice.
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e Tvrzeni 2 (deduktivni odGvodnéni): Stfed S opsané kruznice [ je stfedem Usecky
PB.

To znamena, Ze bod S je obrazem bodu P ve stejnolehlosti se sttedem B a koeficientem 4.
Ale bod P lezi na dané kruZnici k, proto bod S musi leZzet na kruznici m, kterd je obrazem
kruznice k v dané stejnolehlosti.

e Tvrzeni 3 (deduktivni odlvodnéni): Bod S leZi na kruZnici m, ktera je obrazem
kruZnice k ve stejnolehlosti se stfedem B a koeficientem 4.

Obrdzek 34 Reseni 3. problému

VyuZiti softwaru pri reseni 3. problému

K hledané mnoziné dospéjeme okamzité: Sestrojime kruznici [, jeji stfed S a aplikujeme
prikaz Mnozina. Dospéjeme k trivialnimu tvrzeni:

e Tvrzeni 1 (konstruktivni argumentace, trividlni experiment): Re$enim je jista
kruznice m, prochazejici bodem B.

V pribéhu konstrukce této mnoziny si vSimneme, Ze kruZnice opsana trojuhelniku PDE
prochdazi bodem B. Tim se dostavame ke druhému tvrzeni:

e Tvrzeni 2 (fakt, zjistény na zakladé vizudlniho vnimani konstrukce): Ctyfuhelnik
PDBE je tétivovy, kruZnice opsana tomuto ¢tyruhelniku je kruznice .

Vznika otdzka, proc je ¢tyfuhelnik tétivovy. MizZeme aplikovat Thalet(iv teorém, nebot thly
PDB a PEB jsou pravé. To znamena, Ze stied usecky PB je identicky se stfedem kruznice
l.
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e Tvrzeni 3 (konstruktivni argumentace - dedukce): Stfed S kruznice [ lezi ve stfedu
usecky PB.

Pfesné zdlvodnéni (Backing):

V pfedchozim postupu jsme zdlvodnili, pro¢€ je ¢tyfuhelnik tétivovy, a jako dUsledek jsme
odvodili, Ze bod S je stfedem usecky PB. Zbyva zdlvodnit, pro¢ bod S vidy leZi na jisté
kruznici m. K tomuto zdlvodnéni vede nékolik cest a i v nich mize vyznamnou roli sehrat
software. Nejjednodussi cestou je vSak aplikace teoretickych znalosti, konkrétné, Zze body
P a § jsou svdzany stejnolehlosti se stfedem B a Ze obrazem kruznice v libovolné
stejnolehlosti je opét kruznice. Proto body S lezi na kruznici m.

Fakta (hypotézy, tvrzeni) 3. problému, kterd souviseji s Fresenim

Jednotlivé kroky matematického zdlvodnéni jsou tyto:

Tvrzeni 1: Ctytuhelnik DPEB je tétivovy a kruZnice jemu opsana je L.
Tvrzeni 2: Stfed S kruZnice [ lezi ve stfedu usecky PB.
Tvrzeni 3: Redenim je kruinice.

Netrivialni jsou prvni dvé tvrzeni, nebot u nich neni pfedem ziejmé, Ze souvisi s Fresenim
Ulohy. Zjisténi hledané mnoZziny spada do kategorie fakta trivialnich.

4. problém, zaddni

Méjme libovolny konvexni ¢tyrahelnik ABCD. Oznaéme stfedy jeho stran postupné
E,F,G,H. DokaZte, ze se Usecky EG a FH vzajemné pdli.

Obrdzek 35 Zaddni 4. probléemu
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Idealizované feseni 4. problému, provedené klasickym zptisobem:

Pfedpoklddejme pravdivost dokazovaného tvrzeni a poloime si otdzku: M3 tento
predpoklad né&jaké disledky pro ¢tyithelnik EFGH? Odpovéd je jednoducha: Ctyfahelnik
musi byt rovnobéznikem.

e Tvrzeni 1 (abdukce): Ctyfuhelnik EFGH je rovnobéinik, tzn. EF || HG a EH || FG.

Jak dokazat rovnobéinost pfimek EF || GH? Pfimka EF je stfedni Upfickou trojuhelniku
ABC a je tedy rovnobéina s pfimkou AC. Podobné zd(livodnime, Ze pfimka HG je
rovnobézna s pfimkou AC. Z toho plyne rovnobéznost pfimek HG a EF.

e Tvrzeni 2 (dedukce): Jelikoz EF || AC || HG, jsou pfimky EF a HG rovnobéZiné.
Podobné EH || FG. EFGH je tedy rovnobéznik

Ze zavéru druhého tvrzeni (EFGH je rovnobéznik) plyne dikaz tvrzeni ze zadani.

Obrdzek 36 Reseni 4. problému

VyuZiti softwaru pri reseni 4. probléemu

Bez ziejmého zdméru zkonstruujeme ctyruhelnik EFGH a zjistime, Ze je to rovnobéznik.
e Tvrzeni 1 (ndhodny experiment): Ctyfihelnik EFGH je rovnobéZnikem.

Uvédomime si, Ze tento fakt je ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim. Zbyva ho tedy
zdlvodnit. Na zakladé vizualniho vnimani formulujeme domnénku, Ze usecky HG a EF jsou
rovnobézné s pfimkou AC. Ovéfime to.

e Tvrzeni 2 (vizualni vnimani konstrukce): Plati EF || AC || HG.

Nyni je na subjektu, aby toto tvrzeni zdGvodnil a tak dospél k dlikazu. | pfi hledani tohoto
zdGvodnéni mliZe software napomoci (napfiklad si subjekt mdze vSimnout, Ze délka Usecky
HG je polovinou délky usecky AC). Nejjednodussi vsak je aplikace teoretickych znalosti,
totiz Ze stfedni pficka trojuhelniku je rovnobéina s jeho zdkladnou.
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Fakta (hypotézy, tvrzeni) 4. problému, kterd souviseji s FeSenim

Jednotlivé kroky matematického zd({ivodnéni jsou tyto:

Tvrzeni 1: Plati EF || AC | HG aEH || BD || FG.
Tvrzeni 2: Ctyfahelnik EFGH je rovnobéZnik.
Zavér: Uhlopfieky EG a FH se pali.

Obé tvrzeni jsou netrivialni.

6.2 Data vyzkumu: prvni tfi experimenty

V této sekci budeme prezentovat prvni tfi experimenty. Ctvrty experiment uvedeme
samostatné, nebot sbér dat, ktery jsme pri ném pouzili, se vyznamné lisil od predchozich
tri.

Pred zacatkem kazdého experimentu popiSeme, jak probihal, poté uvedeme ziskand data a

nakonec tato data shrneme. Celkovou interpretaci dat vzhledem k vyzkumnym otazkam
vSak provedeme na zavér v sekci 6.4.

6.2.1 Prvni experiment

V prvnim experimentu resilo pét studentl obé zakladni ulohy. Experimentu predchazelo
kratké opakovani nékolika teorému, které se v feSeni predkladanych uloh vyskytovalo.
Regeni kazdé ulohy se skladalo ze dvou fazi:

1. faze (bez pocitace, 20 minut): Ukolem studentd bylo nalézt mnoZinu bod( a
matematicky ji zdlvodnit. Pokud toho nebyli schopni, méli zapsat vSechny domnénky,
o kterych se domnivali, Ze s feSenim mohou souviset.

2. faze (s pocitacem, 20 minut): Stejné jako v predchozi fazi bylo ukolem student(
nalézt a zdGvodnit hledanou mnoZinu bodU. Pokud toho nebyli schopni, méli zapsat
vSechny domnénky, které by podle nich mohly s feSenim souviset.

Dotaznik. Jeho cilem bylo zjistit, jaka fakta student skute¢né znal (a ktera pripadné
nezapsal), a jak k témto faktim dosel.
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1. experiment, 1. tloha

Obrdzek 37 Reseni 1. problému
Experimentu se zUc¢astnilo 5 student(.
e Student KKN

Reseni bez pocitace: Student se s pomoci naértku snaZil empiricky zjistit hledanou mnozinu.
Nakonec dosel k chybnému zavéru, Ze feSenim by mohla byt pfimka.

Hypotéza (chybna): Na zdkladé nacrtku je reSenim pfimka, kolma na SM

Reseni s pomoci GeoGebry: Student nadel hledanou mnoZinu (kruznici). SnaZil se ji
zdlvodnit jakoZto mnoZinu bodd, které maji konstantni vzdalenost od daného bodu. Toho
se pokusil dosahnout analytickym vypoctem. ZdGvodnéni této mnoziny jako mnoZziny bodd,
ze které je dana usecka vidét pod pravym uhlem, ho nenapadlo.

Hypotéza: Student naléza pouze trividlni fakt.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Student odpovida, zZe

1) problém nevyfresil.

2) Nenisivédom, Ze Uhel SPB je pravy.

3) Nenisivédom, Ze Uhel SPM je pravy.

4) Fakt, Ze reSenim je kruznice, nedokdze zdlvodnit. Tento fakt ziskal diky GeoGebfe.

Komentdr: Student nenachazi reSeni a nenachazi zadny relevantni fakt, ktery by s reSenim
mohl souviset. S GeoGebrou zjistuje pouze ,trivialni” fakt — mnozZinu, na kterou se ptame
v zadani. Klicova myslenka ddkazu ho nenapadla.
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e Student BJIM

Reseni bez pocitace: Student pfi interpretaci tlohy udélal hrubou chybu: Neuvédomil si,
s pohybem bodu M se méni i primér kruznice (MS). VSechny jeho domnénky proto byly
chybné.

Hypotéza: Zadn4, student $patné pochopil zadéni.

Reseni s pomoci GeoGebry: Student objevuje pouze trividlni fakt — hledanou mnoZinu.
Hypotéza: Student objevuje pouze trividlni fakt.

Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zplisobem): Student odpovida, Ze

1) Problém nevyresil.

2) Nenisivédom, Ze uhel SPM je pravy.

3) Nenisivédom, Ze uhel SPB je pravy.

4) Fakt, Ze feSenim je kruznice, nedokaze zdUvodnit. Tento fakt ziskal diky GeoGebre.

Komentdr: Student nenachdzi feSeni a nenachazi Zadny relevantni fakt, ktery by s feSenim
mohl souviset. S GeoGebrou zjistuje pouze ,trividlni“ fakt (mnoZinu, na kterou se ptame
v zadani). Klicova myslenka, jak provést dukaz, ho nenapadla.

e Studentka MBA

Reseni bez pocitace: Studentka dochdzi na zakladé nacrtku k chybné hypotéze, 7e Fedenim
je parabola.

Hypotéza (chybna): Na zdkladé nacrtku je reSenim parabola.

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka zjistila obé& netrividlni fakta (ze thly MPS a SPB jsou
pravé). Druhy fakt (#SPB = 90°) odvodila na zakladé znalosti hledané mnoziny bodu a
aplikaci Thaletova teorému (abduktivni Uvaha). K objevu prvniho faktu poté pouzila stejny
postup (tentokrat se jednalo o deduktivni tvahu). Problém byla schopna zdUvodnit.

Hypotézy: Studentka objevuje obé netrivialni fakta.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zplsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém vytesila.

2) Je sivédoma, Ze Uhel MPS je pravy. Tento fakt zjistila v disledku aplikace
Thaletovy véty (dedukce).

3) Jesivédoma, Ze uhel SPB je pravy. Tento fakt odvodila na zakladé znalosti feseni
a aplikaci Thaletovy véty (abdukce).

Komentdr: Studentka objevila jeden netrivialni fakt s pomoci dedukce, druhy fakt odvodila
na zakladé znalosti feseni (abdukce). Dlikaz byla schopna dokondit.
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e Studentka RPP
Reseni bez pocitace: ,Moind parabola nebo hyperbola“.
Hypotéza (neurcitd a chybna): Na zakladé nacrtku neurcitd hypotéza kuzelosecek.
Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka napsala presné Feseni.
Hypotéza: Studentka problém vyresila.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zpisobem): Studentka odpovida, ze

1) Problém vytesila.
2) Na fakt, Ze uhel SPB je pravy, pfisla s pomoci Thaletovy véty (abdukce).
3) Uhel MPS dopotitala (abdukce).

Komentdr: Bez pocitaCe studentka tapala, s pomoci GeoGebry vsak dokazala vytvorit
bezchybny dikaz. Na obé fakta prisla s pomoci konstruktivni argumentace.

e Studentka XYZ

Reseni bez pocitace: Studentka se snazila nalézt hledanou mnoZinu s pomoci naértku. Jeji
hypotéza (parabola) byla chybna.

Hypotéza (chybna): Na zdkladé nacrtku je FeSenim parabola.

Reseni s pomoci GeoGebry: Zjistila obé netrividlni fakta a k tomu navic, e trojuhelniky MPS
a SPB jsou si podobné. Z téchto faktd vSak nedokazala vytvorit dikaz.

Hypotéza: Studentka zjistila obé netrividlni fakta
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevytesila.

2) Je sivédoma, Ze uhel MPS je pravy. Tento fakt zjistila v GeoGebre diky
nahodnému experimentu, méreni provedla bez konkrétniho zaméru.

3) Je sivédoma, Ze uhel SPB je pravy. Tento fakt zjistila v GeoGebre diky ndhodnému
experimentu, méfeni provedla bez konkrétniho zaméru.

4) Fakt, Ze reSenim je kruznice, nedokaze zdlvodnit. Tento fakt ziskala diky
GeoGebre.

Komentar: Studentka s pomoci pocitace zjistila obé netrivialni fakta. K faktim dospéla diky
nahodnému méreni (v rdmci UTM nahodny experiment) a ani po jejich objeveni ji nebylo
jasné, jak lze jimi feSeni zdGvodnit. Na zakladé téchto faktd ,,zdGvodnila®, Ze trojuhelniky
SPB a MPS jsou podobné, ale to se k dikazu pouzit nedalo. Nezd(vodnila ani, proc€ jsou
uhly SPB a SPM pravé.
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Vysledky experimentu prehledné shrnuje nasledujici tabulka.

Tabulka (1. experiment, 1. uloha), shrnuti dat:

1. (zakl) aloha Bez GeoGebry (I. Faze) S Geogebrou (Il. Faze)
Objevil Obievil
Objevil student . student, e ! . v v
Student relevantni Vyresil student MPS=50°? student, ze Vyresil student
uaen hvnotén? problém? } k‘, *  SPB=90°?Jakym  problém?
ypotezy: ,a ym zplisobem?
zpusobem?
Ne (kruznici se
snaZi zddvodnit
Ne (Hypotéza konps:;c;?osti
KKN byla, ze fefenim Ne Ne Ne poloméru
Il wr k . r
je pimka) zddvodnit ji
pomoci Ghld ho
nenapada)
Ne (Hypotéza
byla, e feSenim Me (problém se
je tast kruhu se snaZi zdivodnit
BIM stfedem S. Ne Ne Ne analyticky, ale
Student asi nikam se
Epatné pochopil nedostava)
zadani).
Ne (Hyptéza: ANO (Zphsob | ANO (Zplsoh
fefenim je objevu: objevu:
parabola. konstruktivni | konstruktivni
MEA Nasleduje jakysi Ne argumentace - | argumentace - ANO
neformalni aplikace aplikace
pokus o Thaletova Thaletova
zdlvodnéni) teorému) teorému)
Ne (Hypot ANO (Zplsob | ANO (Zplsob
e (Hypotézy . .
objevu: objevu:
byl avneé
ni TY spra:.::fa konstruktivni | konstruktivni
a neurcité:
RPP ‘5«'”‘:;1 . i Ne argumentace - | argumentace - ANO
oZna
abdukukce za aplikace
parabola nebo X R
hyperbola®) pomoci druhého Thaletova
P ) tvrzeni) teorému)
Me (studentka
ANO (Zplsob | ANO (Zplsob politd spoustu
, objevu: objevu: uhld, zjistuje
MNe (Hypot
XYZ ; I{a ?:pzlssa Ne nahodny nihodny podobnost dvou
":arabpol " experiment, experiment, trojuhelnikd,
paranely nahodné méteni [nahodné méeni | klitova mylenka
thlu) thlu) dikazu ji
nenapada)
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Data ke druhé otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?

Klicovym faktorem, proc¢ studentky MBA a RPP uspély, byla znalost hledané mnoZziny,
kterou jim poskytla GeoGebra. Diky tomu si mohly vybavit klicovou matematickou teorii
(Thaletovu vétu) a vSechna fakta objevit pomoci Uvahy. Konkrétné to, Ze 4SPB = 90°,
objevily obé s pomoci abdukce (ze znalosti hledaného feSeni). Rovnost AMPS = 90°
objevila studentka MBA deduktivné, studentka RPP s pomoci abdukce z pfedchoziho faktu.
V obou pripadech se role GeoGebry omezila na ziskdni hledaného feseni a verifikaci
hypotéz.

Studenti BJM a KKN vibec neobjevili, Ze k zdGvodnéni mnoZiny by mohly vést uhly — a to
jak bez softwaru, tak s nim. Student KKN se snazil dokazat, Ze hledanou mnozinou je
kruznice, pomoci analytického vypoctu vzdalenosti jejich bodl od stfedu usecky SB, ale to
se mu nepodafilo. Student BJM se problém pokousel vyresit také analyticky a také reseni
nedosahl. Oba neodhalili klicovou myslenku — moznost aplikovat Thaletovu vétu.

Studentka XYZ obé netrividlni fakta objevila, presto se ji dikaz nepodafilo vytvofit.
Nenapsala ani naznak zd(vodnéni, pro¢ jsou oba relevantni Ghly pravé. Stejné jako
v pfipadé studentll zminénych vyse ani ji nenapadla mozZnost aplikovat Thaletovu vétu.
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1. experiment, 2. tloha

a0°
) 30°

Obrdzek 38 Reseni 2. problému

e Student KKN

Reseni bez pocitace: Student hadal, e mnoZinou by mohla byt pfimka, coZ je shodou
okolnosti spravné. (MnoZinou je Usecka, ale k tomuto rozdilu nebudeme pfihlizet.) Dale
v nacrtku pocital néjaké dhly, ale na zdkladé téchto vypoctd nevyvodil Zadné zavéry.
Pravdépodobné provadél tyto vypocty bez ziejmého cile.

Hypotéza: Student spravné uhadl hledanou mnozinu bod(.

Reseni s pomoci GeoGebry: Student kromé verifikace faktu, 7e Fedenim je pfimka, zjistil i
jeden netrividlni empiricky fakt, totiz ze ZASP = 30°. Ze zapisu je zfejmé, Ze se problém
snazil fesit analyticky a také sloZitym dopocitdvanim rliznych uhld. Tyto postupy k vysledku
nevedly.

Hypotéza: Student objevil jeden netrividlni empiricky fakt.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Student odpovida, ze

1) Problém nevyfiesil.
2) Jesivédom, Ze plati rovnost £ASP = AAPB = 30°. Objevil to s pomoci GeoGebry
a vizualniho vnimani béhem dynamické zmény konstrukce (konkrétné s pomoci
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funkce tahani objektd tak, Ze ztotoznil bod B s bodem S). Jednd se o modalitu
»wandering dragging” (sekce 5.2).

3) Nenisi védom faktu, Ze ¢tyfuhelnik je tétivovy.

4) Fakt, Ze feSenim je Usecka, nedokaze zd(vodnit. Tento fakt ziskal diky GeoGebre.

Komentar: Student uhadl relevantni hypotézu (hledanou mnozinu) i bez softwaru. S pomoci
GeoGebry objevil navic jeden netrividlni empiricky fakt, ktery ziskal s pomoci ndhodného
experimentu diky tahani objektd. Problém nevyresil.

e Student BJIM
Reseni bez pocitace: Student ma hodné origindlni, ale $patnou hypotézu. Redenim je podle

né&j kubickd parabola (y = x3).

Hypotéza (chybnd): Na zakladé nacértku student formuluje domnénku, Ze feSenim je kubicka
parabola.

Reseni s pomoci GeoGebry: Student zjistuje pouze trividlni fakt, dal se nedostava.
Hypotéza: Student objevil trividlni fakt.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zplsobem): Student odpovida, Ze

1) Problém nevyftesil.

2) Nenisivédom, Ze plati rovnost 4ASP = 4APB = 30°.

3) Neni si védom faktu, Ze ¢tyruhelnik je tétivovy.

4) Fakt, Ze feSenim je Usecka, nedokaze zd(ivodnit. Tento fakt ziskal diky GeoGebfre.

Komentdr: Student nebyl schopen objevit Zadny netrivialni fakt.

e Studentka MBA

Reseni bez pocitace: Studentka uhadla hledanou mnoZinu (Use¢ka), navic dokazala
deduktivné zdlvodnit, Ze hledana mnozina musi prochazet bodem S.

Hypotéza: Studentka uhadla hledanou mnoZinu bodu.

Reseni s pomoci GeoGebry: Kromé verifikace hledané mnoZiny bod( studentka zjistuje i
jeden netrividlni experimentalni fakt: velikost uhlu PSB. Tento fakt odvodila na zakladé
nasledujiciho experimentu: Pokud je fesenim pfimka, upravme trojuhelnik APB tak, aby
body A, P, B, S tvorily vrcholy obdélnika. Pak je Usetka AB uhlopti¢kou tohoto obdélnika a
tedy uhloptickou je i usecka SP. Z toho plyne £4ASP = 30° atedy £PSB = 60°. Tato Uvaha
sice vyuZiva ¢astecné abdukce (Ze feSenim je pfimka), hlavné ale jeji objev vychazi z funkce
tahani objekt(: Studentka pohybovala trojuhelnikem APB tak, az ¢tyri body konstrukce
tvofily vrcholy obdélnika a tomto zdkladé ucinila zavér. Jedna se o priklad objevu na zakladé
»Vizualniho vnimani a dynamické zmény konstrukce”, modality ,wandering dragging”.

Hypotéza: Studentka objevila jeden netriviadlni fakt. Na druhy nepfisla.
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Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zplsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevyresila.

2) Rovnost Uhli <PAB = «<PSB = 60° objevila na zakladé dynamické zmény
konstrukce (modalita ,wandering dragging”).

3) Neni si védoma faktu, Ze ¢tyrahelnik je tétivovy.

4) Fakt, Ze feSenim je Usecka, nedokaze zdUvodnit. Tento fakt ziskala diky GeoGebfe.

Komentdr: Studentka objevuje jeden netrividlni fakt (s pomoci dynamické zmény
konstrukce). Druhy fakt neobjevila a problém nevyresila.

e Studentka RPP
Reseni bez pocitace: Studentka neuvedla 2adnd fakta, ktera by se vztahovala k Fedeni.
Hypotéza: zadna.

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka si viimla, e sklon hledané mnoZiny (pFimky)
s pfimkou b je 60°, coz je stejny Uhel jako #BAP. Z toho vyvodila, Ze ¢tyruhelniku Ize opsat
kruznici. Jednd se o ryze abduktivni Uvahu. Ze je &tyfuhelnik tétivovy pak dokdazala
z Thaletovy véty a nakonec se dopracovala k logickému zdGvodnéni hledané mnoziny.

Hypotéza: Studentka objevila obé netrividlni fakta.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém vyresila.

2) Obijevila rovnost uhli £PAB = £PSB = 60°, a to s pomoci funkce tahani objekta.
Tim, Ze ztotoznila vrchol A ,,pohyblivého” trojuhelnika s bodem S, méla usecka AP
stejny sklon jako hledana mnozina.

3) Je sivédoma, Ze ¢tyruhelnik je tétivovy. Objevila to na zakladé rovnosti uhl(
(abduktivni avaha).

Komentdr: Studentka s GeoGebrou objevila obé netrividlni fakta. Prvni fakt objevila
s pomoci tahani objektl, druhy fakt s pomoci abduktivni (tedy konstruktivni) uvahy.
Zduvodnéni pak dala deduktivni podobu.

e Studentka XYZ
Reseni bez pocitace: Tato studentka nezaznamenala zadnou hypotézu.
Hypotéza: zadna.

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka zjistila rovnost £PAB = APSB = 60°, co? je
ekvivalent druhého netrividlniho faktu. Dale deduktivné zdtvodnila, proc Ize ¢tyruhelniku
APBS opsat kruznici. Ke kompletnimu zdlvodnéni se nedostala.

Hypotéza: Studentka objevila obé netrivialni fakta.
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Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevyresila.

2) Rovnost Uhll £PAB = £PSB = 60° objevila na zdkladé vizudIniho vnimani a
dynamické zmény konstrukce (ztotoZnila bod B trojuhelniku s bodem §).

3) S pomoci Thaletovy véty odvodila, Ze ¢tyfuhelniku APBS lze opsat kruZnici.
GeoGebra ji poslouZila jako prostfedek verifikace. Jedna se o objev s pomoci
konstruktivni argumentace.

4) Fakt, Ze feSenim je usecka, nedokazala zdlvodnit. Tento fakt ziskala diky
GeoGebre.

Komentadr: Studentka s pomoci GeoGebry objevila obé netrividlni fakta. Druhy fakt (rovnost
Uhld) objevila pomoci vizudlniho vnimdani a dynamické zmény konstrukce, prvni fakt
(€tyruhelniku lze opsat kruznici) pomoci deduktivni (tedy konstruktivni) dvahy. Ke
kompletnimu zdGvodnéni se studentka nedostala.
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Tabulka (1. experiment, 2. uloha), shrnuti dat:

2. (z4kl.) Gloha

Bez GeoGebry (I. Faze)

Objevil student

Vyresil student

S Geogebrou (Il. Faze)

Objevil
student, ze

Objevil student

Vyresil student

Student relevantni blém? seviahelnik i rovnost uhla blém?
roblém? roblém?
hypotézy? P ctyruhelnlkje  poazppa=so P
tétivovy?
ANO (Zplsob
Ano, uhadl, ze objevu:
KKN hleSi.anou. Ne Ne dyna:'nické Ne {l\"leob]evlil
mnozinou je zména prvni tvrzeni)
pfimka. konstrukee,
nahodné tahani)
Me, (hypoteza
byla Zpatna:
BIM V' spatna Ne Ne Ne Ne
fesenim je
parabola)
Ano, uhadla, ze ANO (Zplsob
hledanou objevu:
MBA myrjoiinou']e Ne Ne dyna:'nické Ne {Nreob]evilla
pfimka a ze zména druhé tvrzeni)
prochazi konstrukee,
priiseéikem S. nahodné tahani)
ANO (Zplsob
objevu: ANO (Zplsob
konstruktivni objevu:
RPP Ne Ne argumentace - dynamicka ANO
na zakladé zména
abdukce, ze konstrukee,
znalosti druhého [nahodné tahani)
tvrzeni)
ANO (Zplsob | ANO (Zpisob Ne (studentk
. . e (studentka
objevu: objevu: objevila obé
konstruktivni d icka
XYZ Ne Ne onstruiktival ynal:nlr.' . fakta, pfesto
argumentace - zména nebvla schoona
dedukce, apl. konstrukee, v P

Thaletovy véty)

nahodné tahani)

dikaz dokonéit)
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Data ke druhé otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?

Studentce, ktera problém vyresila, pomohla modalita ,,Nahodné tahani objekt(”, diky které
objevila rovnost 4PSA = APBA = 30°. Na zakladé toho odvodila abdukci, Ze ¢tyfuhelniku
Ize opsat kruZnici. To pak dokazala odvodit i z plivodnich predpokladl a dokoncit dikaz.
Nastroje GeoGebry ji pomohly ve dvou ohledech — zjistila hledanou mnoZinu bodU a
rovnost dvou uhld.

Tri ze Ctyrf student(, ktefi problém nevyfresili, neobjevili prvni fakt (Ctyruhelnik je tétivovy).
Tri z téchto neuspésnych studentl objevili druhy fakt, ale Zadny z nich ho nedokazal
zdlvodnit. Studentka XYZ védéla, Ze ctyruhelniku lze opsat kruznici, nebyla ale schopna
aplikovat tuto vétu v netypické situaci. Zbyli studenti pak tento fakt nemohli zdlvodnit,
protoze nevédéli, ze ¢tyruhelnik je tétivovy. Tito studenti tedy neobjevili prvni krok, ze
kterého dlikaz vychazel.

6.2.2 Druhy experiment

Experimentu se zucastnilo celkem Sest student(l. | tomuto experimentu predchdzelo
opakovani znalosti, ale jeho provedeni se ponékud od toho pfedchoziho liSilo: Studenti
resili pouze prvni Ulohu (tu jednodussi, v niz klicovou myslenkou byla aplikace Thaletova
teorému) a cely experiment se skladal ze ¢tyr fazi:

1. faze (bez potitace, 20 minut): Ukolem studentd bylo nalézt mnoZinu bodl a
matematicky ji zdGvodnit. Pokud toho nebyli schopni, méli zapsat vsechny domnénky,
o kterych se domnivali, Ze s feSenim mohou souviset.

2. faze (s pocitacem, 20 minut): Ukolem student( bylo nalézt a zdGvodnit hledanou
mnoZinu bodU. Pokud toho nebyl schopni, méli zapsat vSechny domnénky, které by
podle nich mohly s feSenim souviset.

Dotaznik 1: Jeho cilem bylo zjistit, jaka fakta student skutecné znal (a ktera mozna
nezapsal), a jak k témto faktiim dosel.

3. faze (s pocitacem, 10 minut): Studentim byl pfedlozen soubor v GeoGebre, ve
kterém byla zvyraznéna viechna relevantni fakta, vztahujici se k Fe$eni. Ukolem
student(l bylo feseni dokondit.

4. faze (10 minut): Studentlm bylo feceno, Ze fesSeni Uzce souvisi s aplikaci Thaletova
teorému. Jejich ukolem bylo fakta propojit do logického rfetézce.

Dotaznik 2: Zde student mohl zapsat vlastni (subjektivni) dlivody, proc¢ si mysli, Ze

vvvs
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Obrdzek 39 Reseni 1. problému

e Studentka DI4
Reseni bez pocitace: Chybna hypotéza. Studentka se domnivala, Ze fe$enim je p¥imka.
Hypotéza: chybna (feSenim je pfimka)

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka kromé trividlniho faktu (mnoZinou je kruznice)
nenasla zadny fakt.

Hypotéza: Pouze trivialni fakt.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zplsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevytesila.

2) Nevzala do uvahy, zZe uhel MPS je pravy.

3) Nevzala do uvahy, ze uhel SPB je pravy.

4) Fakt, Ze feSenim je kruZznice, nedokdze zdlvodnit. Tento fakt ziskala diky
GeoGebre.

Reseni se souborem Geogebry, v ném¥ byla zvyraznéna dileZitd fakta: Studentka uvadéla
izolovana empiricka fakta bez logického propojeni.
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Reseni se zdiraznénim Thaletova teorému: Studentka nebyla schopna vytvofit validni
dlikaz. Uvadéla jednotliva fakta, ale jiz nebyla schopna usporadat je do logického fetézce.

Komentdr: Studentka s pomoci GeoGebry objevila pouze trividlni fakt. Dikaz nebyla
schopna dokoncit, ani kdy? ji byla prozrazena obé fakta, a to navzdory tomu, Ze ThaletQv
teorém znala.

e Studentka KJL

Reseni bez pocitace: Kromé naértkd studentka nenapsala Zadnou domnénku, ktera by
s feSenim mohla souviset.

Hypotéza: zadna
Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka dosla ke spravnému feseni.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zplisobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém vyresila.
2) Na obé fakta pfisla pomoci Thaletova teorému.

Komentdr: Tato studentka objevila obé fakta diky aplikaci Thaletovu teorému. Obé fakta
objevila , konstruktivni argumentaci“ (prvni tvrzeni deduktivné, druhé abduktivné). Fakta
dokazala usporadat do uceleného deduktivniho fetézce.

e Studentka BFL
Reseni bez pocitace: | tato studentka zstala u naértké, Zadné hypotézy nenapsala.
Hypotéza: zadna
Reseni s pomoci GeoGebry: Dosla pouze ktrividlnimu faktu (hledanou mnoZinou je
kruznice).
Hypotéza: Kromé trividlniho faktu nic dalSiho nenapsala.

Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevytesila.

2) Nenisivédoma, ze Uhel MPS je pravy.

3) Nenisivédoma, ze Uhel SPB je pravy.

4) Fakt, Ze reSenim je kruznice, nedokdaze zdlGvodnit. Tento fakt ziskala diky
GeoGebre.

Reseni se souborem Geogebry, v ném# byla zvyraznéna diileZitd fakta: Studentka nebyla
schopna problém vyresit.

Reseni se zdiraznénim Thaletova teorému: Studentka nedokézala diikaz dokondit.
Poznamenala, Ze ,vi, Ze dlikaz souvisi s Thaletovym teorémem, ale tuto souvislost nevidi“.
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Komentar: Studentka nebyla schopna s pomoci GeoGebry objevit netrividlni fakta. Dikaz
nebyla schopna dokon it ani ve tfeti fazi, kdy ji tato fakta byla prozrazena. Studentka nebyla
schopna dlkaz dokondit, ani kdyz ji bylo feceno, Ze by méla vyuzit Thaletlv teorém.

e Studentka KOK
Reseni bez pocitace: Studentka na zakladé nacrtku dosla k chybné hypotéze, Ze fedenim je
primka.
Hypotéza (3patnd): Resenim je pfimka.

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka zjistila pouze trividlni experimentalni fakt. Pokusila
se o jakési zdlvodnéni, ale to mélo charakter pouhého zopakovani empirického zjisténi.

Hypotéza: trivialni fakt
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zpiisobem): Studentka odpovid, e

1) Problém nevytesila.

2) Nevzala do uvahy, Ze uhel MPS je pravy.

3) Nevzala do uvahy, Ze uhel SPB je pravy.

4) Fakt, Ze feSenim je kruZnice, nedokdze zdlvodnit. Tento fakt ziskala diky
GeoGebre.

Reseni se souborem Geogebry, v ném? byla zvyraznéna dilezitd fakta: Studentka objevila
klicovou myslenku — pouZiti Thaletova teorému — a dochazi k pfesnému zd(vodnéni.

Komentdr: Studentka objevila s pomoci GeoGebry pouze trividlni empiricky fakt. Dikaz byla
schopna dokoncit teprve v okamziku, kdyz ji byla sdélena zbyvajici fakta. Poznamenava, ze
ji ,na zacatku nenapadlo pouzit Thaletlv teorém®.

e Studentka DUB

Reseni bez pocitace: Studentka do$la na zékladé naértku k chybné hypotéze, 7e mnoZinou
je primka. Pokusila se to zdlvodnit s pomoci mocnosti bodu ke kruznici, coz k nicemu
nevedlo.

Hypotéza: chybna (feSenim je pfimka)

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka objevila obé& netrividlni fakta a hledanou mnozZinu
presné zdlvodnila.

Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Studentka odpovida, ze

1) Problém vyresila.

2) Fakt, Ze uhel BPS je pravy, ziskala na zakladé logické uvahy — aplikaci Thaletova
teorému.

3) Fakt, Ze uhel MPS je pravy, odvodila jako disledek predchoziho zjisténi.
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Komentar: Na zakladé znalosti hledané mnozZiny objevila studentka vsSechna fakta,
vztahujici se k reSeni, a dokazala je logicky spojit. Jeji postup byl nejdfive abduktivni
(vychazela z empirického faktu — mnoZinou je kruzZnice), ale vzavéru podala presné
zdUvodnéni.

e Studentka MAT
Reseni bez pocitace: Studentka zdstala u naértkd, nezaznamenala z4dnou domnénku.
Hypotézy: zadna

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka kromé trivialniho faktu nezaznamenala 7adnou
hypotézu.

Hypotézy: zadna
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zplisobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevyfresila.

2) Nenisi védoma, Ze uhel MPS je pravy.

3) Nenisivédoma, Ze Uhel SPB je pravy.

4) Fakt, Ze feSenim je kruZnice, nedokdze zdlvodnit. Tento fakt ziskala diky
GeoGebre.

Reseni se souborem Geogebry, v ném? byla zvyraznéna ddleZitd fakta: Studentka si vybavila
vétu o obvodovych uhlech (jiz je Thaletova véta specidlnim pfipadem). Po znacném Uusili,
které odrazi dlouhy zapis, dlikaz dokoncila.

Komentdr: Studentku nenapadlo, Ze by sfeSenim mohly souviset udhly. Teprve po
prozrazeni tohoto faktu byla schopna dikaz dokoncit.
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Tabulka (2. experiment, 1. tloha), shrnuti dat:

1. (zékl) Gloha

Bez GeoGebry (1. Faze)

S Geogebrou (I1. Faze)

S Geogebrou (Ill. Faze)

S Geogebrou (IV. Faze)

Objevil student Objevil Objevil Vyfeiil student
. VyFedil student| student, ze student, 2e  VyFedil student Vyfedil student problém, pfip. jaké |Proé student problém
Student ;e'“:',““; problém? MPS=90°?  SPB=90"?Jakou  problém? problém? byly jeho problémy | nevyfeiil ve Il fézi?
yporezy: lakou motivaci? pFi Fefeni?
MNE (Studentka uvadi Studentka neby.la
jednoltliva fakta, ale schopna odhalit
NE (domnivala neni schopna V\.’t:.’OFit relevatni fakta. KdyZ ji
DI se, Ze fesenim NE NE NE NE NE logicky Fetdzec tato fakta byla
je primka) S prozrazena, nebyla
vychdzejici od schopna wytvofit
predpokladi k zévéru) deduktivni fetézec.
ANO (Zpiisob | ANO (Zplsob
objevu: objevu:
kenstruktivni | kenstruktivni
KIL NE NE argumentace - | argumentace - ANO
apl. Thaletova | apl. Thaletova
teorému, teorému,
dedukee) abduckce)
Studentka nebyla
NE {Stf;d’envtka‘ . schopna odhalit
pozr:a‘r:ner‘\ava, .ze,w, | relevatni fakta. Kdy ji
BFL NE NE NE NE NE NE reser,u SOUVI?I § tato fakta byla
Theltovym teorémem,
e prozrazena, nebyla
ale nevidi logické schopna wytvofit
souvislosti.) deduktivni fetézec.
ME (studentka MNeobjevila fakta
zjituje pouze vztahujici se k feSeni.
NE (domnivala trivialni fakt, "Nenapadlo mé pouZit
KOK se, Ze fesenim NE NE NE hledanou ANO Thaletovu vétu".
je primka) mnozinu, dale Studentka sledovala
se snaii vyuiit chybnou mySlenku:
mocnost bodu) aplikaci mocnosti bodu.
ANO (Zpiisob | ANO (Zplsob
objevu: objevu:
ME (domnival konstruktivni | konstruktivni
DuB se, ze feSenim NE argumentace - | argumentace - ANO
je primka) apl. Thaletova dedukce
teorému, predchoziho
dedukee) turzeni)
Studentka neobjevila
relevantni fakta,
MAT NE NE NE NE NE ANO n“eodhalila Eclit':ovcuw
myslenku. Méla rovnéz
problémy se zapisem
dikazu.

Data ke druhé vyzkumné otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?

Co se tyka studentd, ktefi problém vytesili ve druhé fazi, hlavnim faktorem, proc se jim to
podafilo, byla znalost hledané mnoZiny. Redeni zobrazené GeoGebrou fungovalo jako
»Spoustéci mechanismus” pro asociaci s teoretickymi znalostmi, které byly klicové pro
feSeni problému.

Dvé studentky vyresily problém ve tfeti fazi. Dlvodem, proc¢ nevyfreSsily problém dfive, bylo,
Ze neodhalily klicovou myslenku — zamérit se na uhly a aplikovat Thaletovu vétu. Kdyz jim
byl tento fakt napovézen, dokazaly dikaz dokoncit.
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Dvé studentky problém nevyresili ani ve ¢tvrté fazi, kdy jim byl explicitné sdélen vyznam
Thaletova teorému. Tyto studentky mély problém vytvofit deduktivni fetézec, vychazejici
od predpokladl k zavéru.

6.2.3 Treti experiment

Treti experiment mél stejné jako ten druhy Ctyfi faze, priCemz v té posledni byla studentim
prozrazena vSechna fakta, vztahujici se k reSeni, a vSechny teorémy, které bylo nutné
pouzit. Rozdil byl v tom, Ze tentokrat fesili studenti mnohem obtizné;jsi tlohu. Experimentu
opét predchazelo opakovani.

30°
30°

Obrdzek 40 Reseni 2. problému

e Student XY

Reseni bez pocitace: Student mél pouze velice neuréitou domnénku, Ze se hledana mnoZina
nachaziv ,1. a ve 3. kvadrantu®“.

Hypotézy: zadna
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Reseni s pomoci GeoGebry: Student objevil trividlni experimentélni fakt. Dale zddvodnil,
proc lze ¢tyruhelniku APBS opsat kruznici (soucet protilehlych ahld je 180°). Tento fakt
vsak nebyl schopen dale vyuzit.

Hypotézy: hledand mnoZina bodu a jeden netrividlni fakt (tétivovy ¢tyfuhelnik)
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Student odpovida, Ze

1) Problém nevyfiesil.

2) Je sivédom, Ze ¢tyruhelnik je tétivovy. Odvodil to na zdkladé logické uvahy.
3) Neobjevil rovnost Uhli «PSA = <PBA = 30° (netrivialni fakt).

4) Fakt, Ze feSenim je Usecka, nedokazal zdUvodnit. Fakt ziskal diky GeoGebfre.

Reseni se souborem Geogebry, v ném? byla zvyraznéna ddleZitd fakta: Student nasel fesent.

Komentdr: Student ve druhé fazi objevil prvni netrividlni fakt na zakladé konstruktivni
argumentace. Druhy fakt nenasel ani s GeoGebrou. Teprve kdyZz mu byla viechna fakta
prozrazena, byl schopen dlkaz dokondit.

e Studentka SDP

Reseni bez pocitace: Studentka zkoumala problém na zékladé nacrtku nékolika bod@ P.
Dosla k chybné hypotéze, Ze feSenim je parabola nebo kruznice.

Hypotéza (chybnd): feSenim je parabola nebo kruznice

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka objevila trividlni experimentalni fakt — hledanou
mnoZinou je pfimka. Ddle objevila rovnosti PSA = APBA = 30°. Na zékladé tohoto faktu
(abdukce) vyvodila, Ze c¢tyfuhelniku lze opsat kruZnici. Ziskala tedy obé fakta a dlkaz
dokoncila.

Hypotéza: Objevila obé netrivialni fakta.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém vytesila.

2) Narovnost <PSA = «PBA ptisla v GeoGebie nahodnym experimentem (nahodné
méreni).

3) Uvédomila si, Ze ¢tyruhelnik je tétivovy. Na to pfisla s pomoci véty o obvodovych
uhlech, aplikované na predchozi empiricky zjiStény fakt (abdukce).

Komentdr: Studentka objevila rovnost Ghli ndhodné, bez zaméru. Na zakladé tohoto faktu
vSak dokdzala odvodit, Ze Etyruhelniku lze opsat kruznici. Poté byla schopna vytvofit
deduktivni dlikaz.
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e Studentka ANO
Reseni bez pocitace: Studentka na zakladé na¢rtku uhadla, Ze fedenim je Usecka. Zadné dalsi
hypotézy a Uvahy nezminila.
Hypotézy: Hledand mnoZina bodu je ¢ast primky.
Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka objevila pouze trividlni fakt (mnoZinu bodd).
Hypotézy: zadna
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zpisobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevyresila.

2) Nenisi védoma, Ze ctyfuhelnik je tétivovy.

3) Neobjevila rovnost uhld 4PSA = 4PBA = 30°.
4) Fakt, Ze feSenim je Usecka, nedokazala zd(ivodnit. Fakt ziskala v GeoGebre.

Reseni se souborem Geogebry, v ném? byla zvyraznéna dilezitd fakta: Studentka se o diikaz
pokousela, ale uvadéla jenom izolovana fakta, dale se nedostala.

Reseni se zdiiraznénim Thaletova teorému a véty o obvodovych uhlech: Studentka nakonec
s maximalni moZnou napovédou dokazala problém vyresit.

Komentdr: Studentka samostatné neobjevila Zaddna netrividlni fakta. Byla schopna dlkaz
dokoncit teprve v posledni fazi, kdy ji byly prozrazeny vSechny teorémy, vztahujici se
k feSeni. Uvedla, Ze si nedokdzala uvédomit, Ze z rovnosti 4PSA = 30° = konstanta plyne,
Ze bod P musi lezet na pfimce. Zminuje nezkuSenost s aplikaci véty o obvodovych uhlech.

e Studentka KK

Reseni bez pocitace: Studentka dosla k chybné hypotéze, 7e bod P opisuje oblouk. Tato
hypotéza se odvolava na deduktivni zjisténi, Ze ctyruhelniku APBS lze opsat kruznici, na coz
studentka pfrisla diky aplikaci Thaletovy véty (konstruktivni argumentace v ramci UTM).

Hypotézy: Spatna hypotéza, Zze reSenim je oblouk, a spravné zjisténi, ze ¢tyruhelniku Ize
opsat kruznici.

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka zjistila trividlni fakt, Ze Fedenim je €ast p¥imky, dale
nepostoupila.

Hypotézy: Hledana mnozZina je primka.
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptsobem): Studentka odpovida, Ze

1) Problém nevyresila.

2) lJe sivédoma, Ze Ctyruhelnik je tétivovy. Odvodila to na zdkladé logické uvahy.

3) Neobjevila rovnost uhll <PSA = <PBA = 30° (netrivialni experimentalni fakt).

4) Fakt, Ze reSenim je Usecka, nedokazala zdlvodnit. Tento fakt ziskala diky
GeoGebre.
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Reseni se souborem Geogebry, v némZ byla zvyraznéna dileZitd fakta: Ani v této fazi
studentka problém nevyresila.

Reseni se zdiraznénim Thaletova teorému a véty o obvodovych uhlech: Studentka nebyla
schopna deduktivniho zdGvodnéni.

Komentdr: Studentka objevila prvni netrividlni fakt ryze deduktivné, aniZ pro néj
potiebovala pomoc GeoGebry. Druhy fakt neobjevila ani s pomoci GeoGebry. Zdlvodnéni
nedosdahla ani ve fazi s vyznaéenymi fakty. Sledovat logickou navaznost jednotlivych kroki
pro ni bylo obtizné, v€etné interpretace faktu, Ze z £ PSA = 30° plyne rfeSeni ulohy.

e Studentka PES
Reseni bez pocitace: Studentka hadala, Ze fe$enim by mohla byt elipsa.
Hypotézy (chybné): Re$enim je elipsa.

Reseni s pomoci GeoGebry: Studentka s pomoci GeoGebry zjistila, e hledanou mnoZinou
bodl je ¢ast pfimky, nic vice.

Hypotézy: Hledanou mnoZzinou bod( je ptimka (trividlni fakt).
Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zpisobem): Studentka odpovédéla, Ze

1) Problém nevytesila.

2) Neobjevila, Ze ¢tyruhelnik je tétivovy.

3) Neobjevila rovnost uhld 4PSA = 4PBA = 30° (druhy netrivialni fakt).

4) Fakt, Ze feSenim je Usecka, nedokazala zd(ivodnit. Fakt ziskala diky GeoGebre.

Reseni se souborem Geogebry, vnémZ byla zvyraznéna ddleZitd fakta: Studentka
zopakovala empiricka fakta, ale neuvedla Zadné teoretické argumenty, které by vedly
k dUkazu.

Reseni se zdiiraznénim Thaletova teorému a véty o obvodovych uhlech: Studentka nakonec
dlkaz dokoncila.

Komentdr: Tato studentka samostatné neobjevila Zadny netrivialni fakt, a to ani s pomoci
GeoGebry. Problém nevyfesila ani ve treti fazi, kdy ji byla prozrazena obé klicova fakta.
Teprve v posledni fazi dikaz dokondila.

e StudentM
Reseni bez pocitace: Student chybné hadal, ze Fe$enim je parabola.
Hypotéza (chybnd): Resenim je parabola.

Reseni s pomoci GeoGebry: Student zjistil trividlni fakt, e fedenim je pfimka. Dale objevil
rovnost Uhld APSA = 4PBA, ale tento fakt ziejmé nepokladal za relevantni, protoze ho
zminil az v nasledném dotazniku.
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Hypotézy: Trivialni fakt (mnoZina je pfimka) a rovnost uhli £PSA = APBA.

Dotaznik (jakd fakta student objevil a jakym zptisobem):

1) Problém nevyfiesil.
2) Nebyl si védom, Ze ¢tyruhelnik je tétivovy.
3) Objevil rovnost thll APSA = £PBA = 30° (netrividlni experimentalni fakt). Tento

fakt ziskal s pomoci vizudlniho vnimani dynamické konstrukce a mérenim.

4) Fakt, Ze feSenim je Usecka, nedokazal zdGvodnit. Tento fakt ziskal diky GeoGebfe.

Reseni se souborem Geogebry, v ném# byla zvyraznéna dileZitd fakta: Student nedokazal
problém vyresit, pouze zopakoval zjisténa fakta.

Reseni se zdiraznénim Thaletova teorému a véty o obvodovych uhlech: Student nebyl
schopen vytvofit dikaz. Z poznamky v zavérecném dotazniku plyne, Ze nebyl schopen
odvodit z faktu £PSA = 30°, Ze bod P musi ndleZet pfimce.

Komentdr: Student ve druhé fazi objevil kromé trividlniho faktu i jeden fakt netrividlni
(#PSA = 30°). Druhy netrivialni fakt nebyl schopen objevit. Student nebyl schopen dlkaz
dokoncit ani v zavérecné fazi: Unikla mu uvaha, Ze z konstantnosti Uhlu PSA plyne, Ze
feSenim je pfimka.

Tabulka (3. experiment, 2. uloha), shrnuti dat:

2. (z4kl) Gloha Bez GeoGebry (. Faze) S Geogebrou (Il. Faze) S Geogebrou (I1l. Faze) IV. Faze
Objevil
Objevil student student, fe Objevil student Vyfesil student problém,
relevantni Vyfedil student |étyfihelnik je rovnost GhlG  Vyfesil student Vyfedil student pfip. jaké byly jeho Proé student problém
Student hypotézy? problém? tétivovy? PSA=PBA=30" problém? problém? problémy pfi feSeni? nevyfesil ve Il. fazi?
ANO (Zplsob | ANO (Zplsob
objevu: ohjevu:
. konstruktivni nahodny
NE (hypotéza .
SDP byla chybnd) NE argumentace - | experiment - Ano
abdukce na studentku uhel
zakladé nejspis upoutal
druhého faktu) vizudlné)
Ano (Studentka Ano. Studentku
vyslovila nenapadlo aplikovat vétu Problémy s aplikaci
spravnou o obvodovych thlech, matematické teorie,
ANO hypotézu, ie NE NE NE NE NE meéla takeé potize logickou | studentka neobjevila
hledanou intrpretaci dat (z fakta, vzathujici se k
mnoZinou je konstatnosti thlu plyne, Fedenl.
tsecka.) Ze fedenim je pfimka).
ANO (Zplsob
objevu:
konstruktivni Neobjevil viechna fakta
XY NE NE NE NE Ano y .
argumentace - vztahujici se k feSeni.
apl. Thaletova
teorému)
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2, (zakl) aloha Bez GeoGebry (1. Faze) S Geogebrou (Il. Faze) S Geogebrou (111. Faze) IV. Faze
Objevil
Objevil student student, Ze Objevil student Vyfedil student problém,
relevantni Vyfesil student |étyfuhelnik je rovnostahld  Vyfesil student Vyresil student pfip. jaké byly jeho Proé student problém
Student hypotézy? problém? tétivovy? PSA=PBA=30" problém? problém? problémy pfi fedeni? nevyfesil ve Il. fazi?
Studentka méla dva
NE (Studentka . L
L problémy: necbjevila
se domniva, Ze ,
PES e NE NE NE NE NE Ano relevatni fakta a nebyla
fefenim je .
) schopna aplikovat
elipsa) . .
matematickou teorii.
NE (Student se ANO (Zplsob NE (Student nepochopil, Student neobjevil
domniva, Ze objevu: Ze z konstatnosti thlu PSA| relevatni fakta a mél
™M v . NE NE . . NE NE e e e . .
fedenim je nahodny vyplyva, Ze fedenim je potize s logickou
parabola) experiment) piimka.) interpretaci dat.
ANO (Studentka
objevila Nesch " it
eschopnost vytvofi
tétivovost Tento fakt p ey
T . L deduktivni fetézec,
KK Ctyfuhelniku. NE objevila v NE NE NE NE L
. . . . nedostatky v logické
Zpusob objevu: predchozi fazi R X
o, interpretaci dat.
konstruktivni
argumentace)

Data ke druhé otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni

v nékterych pfipadech dostatecna?

Studentka SDP, ktera vyresila problém s podporou DGE, objevila rovnost uhld <PBA =
APSA = 30° nahodnym mérenim v GeoGebre. Motivaci k méfeni uhli bylo nejspise
zjiSténi, Ze hledanou mnozinou je pfimka. Za pomoci tohoto faktu dokdzala studentka
konstruktivné odvodit druhy fakt a poté dokon¢it dlikaz. Tedy kli¢ova pro ni byla obé fakta,
ktera ziskala s pomoci GeoGebry (mnoZina a rovnost uhla).

Studentka XY, kterd vyreSila Ulohu ve treti fazi, méla problém se zjisténim druhého
netrividlniho faktu. Teprve pak byla schopna dikaz dokoncit.

Studentky PES a ANO d(kaz dokoncily, az kdyzZ jim byly prozrazeny vedle klicovych fakt(
také teorémy, které pfimo souvisely s feSenim.

Studentka KK a student M nedokoncili dikaz ani ve ¢tvrté fazi. Problém jim Cinilo vytvoreni
logického fetézce, ktery by sdélena fakta propojil.
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6.2.4 Shrnuti dat z prvnich tfi experimentii

V této casti shrneme vsechna dosud uvedend dil¢i data. Jejich interpretaci vzhledem
k vyzkumnym otdzkam uvedeme v zavérecéné sekci této kapitoly. Pfedtim budeme jesté
prezentovat data ctvrtého experimentu, ktery byl sice zaméren na stejné otdzky jako ty
predchozi, ale sbér dat byl presnéjsi a umoznoval tak sledovat cile vyzkumu detailnéji.

1. problém

l.a.  Napomaha poutziti softwaru DGE k objevu relevantnich faktu, vztahujicich se
k feSeni problému, ve srovnani s prostfedim papir - tuzka?

Problém fesilo 11 studentU:

Pocet pripadl, kdy student byl schopen zformulovat relevantni hypotézu bez

softwaru: 0/11

e Celkem bylo objeveno domnének: 0/22

e Pocet pripad(, kdy student byl schopen zformulovat relevantni hypotézu s DGE:
5/11

e Celkem bylo objeveno domnének: 10/22

l.a.  Napomaha poutziti softwaru DGE k tvorbé deduktivniho zdlGvodnéni feseni ve
srovnani s prostfedim papir - tuzka?

Problém feSilo 11 studentd. Pocet Uspésnych reseni byl:

e Bez GeoGebry 0/11
e S GeoGebrou 4/11 (Byli to: MBA,RPP,KJL, DUB)

Il Jaké jsou priciny selhani studentu pfi hledani dliikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pripadech dostatec¢na?

Studenty rozdélime do kategorii podle toho, ve které fazi problém vyFesili. Uspéiné
studenty, ktefi problém vyfeSili v prvni nebo druhé fazi, zahrneme do kategorie 21°.
Studenty, ktefi problém vyfresili ve tfeti fazi, fadime do kategorie 3. Analogicky vymezime
kategorii 4. Kategorie 5 znaci studenty, ktefi problém nevyresili ani s maximalni moznou
napovédou.

10 Kategorie 1, ktera by zahrnovala studenty, ktefi problém vyfesili samostatné bez softwaru, je v tomto
vyzkumu prazdna.
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Kategorie Studenti Pocet Pocet studentd, | Pocet studentd,
studentd, ktefi | ktefi objevili kteti neobjevili
objevili vSechny | jednu Zadnou

domnénky domnénku. domnénku.
Kategorie 2 2 (DUB, KJL) 2 - -
Kategorie 3 2 (KOK, MAT) - - 2
Kategorie 4 0 - - -
Kategorie 5 2 (DI4, BFL) - - 2

Ze sedmi student(, ktefi problém nevyresili, dvéma stacilo prozradit relevantni fakta,
vztahujici se k fe$eni. Zadny student nevyresil problém ve 4. fazi (v niz byly explicitné
zdUraznény teorémy, vztahujici se kreSeni). Dva studenti problém nevyfeSili ani
s maximalni moznou pomoci. U zbylych tfi studentl nelze fici, jakd pomoc by pro né byla
dostatednd, nebot prvni experiment se sklddal pouze ze dvou fézi, nikoli ze ¢tyf.1!

Zduraznéme, Ze za pficinu nedspéchu nelze povaZovat neznalost matematické teorie, kterd
byla nutna kvyreSeni problému. Studenti byli stouto teorii seznameni v pribéhu
predchoziho studia a pfed samotnym experimentem jim byla navic zopakovéna.

lll.Lb.  Jaka je cetnost vyskytu jednotlivych zplsob( objevovani? Konkrétné, jak vyrazné se
na objevu hypotézy podili resitelovy znalosti a logika?

11 studentl mohlo objevit celkem 22 netrivialnich faktd. Jednotlivé ¢etnosti jsou

Pocet konstruktivné Pocet nahodné objevenych Pocet relevantnich fakt,
objevenych fakt fakt ktera studenti neobjevili
8 2 12

11V tabulce nejsou zahrnuti studenti, ktefi se G&astnili prvniho experimentu, nebot ten se skladdal pouze ze

dvou fazi.
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lll.c.  Existuje souvislost mezi zplisobem objevu relevantnich faktll a Uspésnosti pri
feSeni problému?

Studenti jsou rozdéleni do dvou skupin podle toho, zda problém vyfesili nebo nevyfresili.

Pocty studentu Pocet konstruktivné Pocet nahodné Pocet relevantnich
(vyresili / nevyresili) | objevenych fakta objevenych fakt fakt, ktera studenti
neobjevili
4 8 0 0
7 0 2 12
2. problém

I.b.  Napomaha pouziti softwaru DGE k objevu relevantnich faktd, vztahujicich se
k feSeni problému, ve srovnani s prostfedim papir - tuzka?

Problém fesilo celkem 11 student(:

e Bez GeoGebry bylo schopno zformulovat spravnou (netrividlni) hypotézu 1/11
student(.

e S GeoGebrou bylo schopno zformulovat spravnou hypotézu 7/11 studentd.

e Celkem byla bez GeoGebry objevena pouze 1 hypotéza z 22 moznych. S podporou
softwaru bylo objevenou 10 hypotéz z 22 moznych.

l.a.  Napomaha poutziti softwaru DGE k tvorbé deduktivniho zd{ivodnéni feSeni ve
srovnani s prostfedim papir - tuzka?

Problém feSilo celkem 11 studentu. Podil Uspésnych feseni je:

e Bez GeoGebry 0/11
e S GeoGebrou 2/11 (studenti SDP, RPP)

I Jaké jsou pfriciny selhdni studentt pfi hledani dikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pripadech dostate¢na?

Stejné jako v pfipadé 1. ulohy rozdélime studenty do kategorii podle toho, ve které fazi
problém vyresili.
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Kategorie Studenti Pocet Pocet studentd, | Pocet studentd,
studentd, ktefi kteti objevili kteti neobjevili
objevili vSechny jednu Zadnou

domnénky domnénku. domnénku.
Kategorie 2 1 (SDP) 1 - -
Kategorie 3 1 (XY) - 1 -
Kategorie 4 2 (ANO, PES) - - 2
Kategorie 5 2 (KK, M) - 2 -

Z deviti student(l, ktefi problém nevyresili, pouze jednomu stacilo prozradit relevantni
fakta, vztahujici se k reSeni. Dvéma musely byt jesté prozrazeny dva klicové teorémy,
vztahujici se k feseni. Dva studenti nebyli schopni zformulovat feSeni ani s touto pomoci. U
zbylych étyf student( nelze vyhodnotit, jaka pomoc by pro né byla dostate¢na, nebot prvni
experiment se sklddal pouze ze dvou fazi. 12

lll.Lb.  Jaka je cetnost vyskytu jednotlivych zplsob( objevovani? Konkrétné, jak vyrazné se

na objevu hypotézy podili fesitelovy znalosti a logika?

11 studentl mohlo objevit celkem 22 (netrividlnich) fakt(. Jednotlivé cetnosti jsou:

Pocet konstruktivné Pocet nahodné objevenych Pocet relevantnich fakt,
objevenych fakt fakt ktera studenti neobjevili
5 6 11

lll.c.  Existuje souvislost mezi zplisobem objevu relevantnich fakt( a Uspésnosti pfi

feSeni problému?

Rozdélime studenty do dvou skupin podle toho, zda problém vyfesili, nebo ne.

Pocty studentu Pocet konstruktivné Pocet nahodné Pocet relevantnich
(vyresili / nevyresili) objevenych fakt objevenych fakt fakt, kterd studenti
neobjevili
2 2 2 0
9 3 4 11

12 Stejné jako v pfedchozim pFipadé, i zde nejsou zafazeni studenti, ktefi se G¢astnili prvniho experimentu.
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6.3 Data vyzkumu: ¢tvrty experiment

Ctvrty experiment se od téch pfedchozich neligil svymi cili — byly sledovény stejné otazky —
ale provedenim. Dotaznik byl nahrazen nahrdvanym rozhovorem s vyzkumnikem, navic
byly akce studentl v DGE zaznamenany snimanim obrazovky. Bylo proto mozné vzit v potaz
i akce a zameéry studentd, které nevedly k formulaci relevantnich domnének.

Vyzkum se uskutecnil béhem tfi setkani, zacastnili se ho tfi studenti. VSichni tfi fesili dva
zakladni problémy, které jsme jiz dfive uvedli. Dva z téchto tfi studentl reSili navic dva
doplikové problémy, takZe celkem byly feSeny Ctyfi problémy. Zadani a feSeni téchto
doplrikovych problém je uvedeno v sekci 6.1.4.

Stejné jako v predchozich experimentech i v tomto pfipadé predchazelo samotnému reSeni
opakovani. Tentokrat vSak studenti dostali také seznam teorémda, zminénych v sekci 6.1.2,
do kterého mohli béhem feSeni nahliZet. Z tohoto divodu experiment neobsahoval ¢tvrtou
fazi (explicitni zddraznéni relevantnich teorému), nebot studenti méli situaci pfedem
znacné ulehcenou. Zdlraznéme vsak, Ze pocet teorému, uvedenych v seznamu, byl
zameérné Sirsi.

Proces resSeni kazdého problému se skladal z téchto fazi:

1. faze (bez potitace, 20 minut): Ukolem studentd bylo nalézt mnoZinu bodl a
matematicky ji zdUGvodnit. Pokud toho nebyli schopni, méli zapsat viechny domnénky,
o kterych se domnivaji, Ze s freSenim mohou souviset.

1. rozhovor: Cilem rozhovoru bylo s jistotou urcit, zda student/ka vyresil/a problém a
zda objevil/a néjaké domnénky, o kterych si mysli, Ze souvisi s feSenim. Pokud néjaké
domnénky dokdzal/a zformulovat, zajimal nds zplsob nebo Uvaha, ktera ho/ji k nim
vedla.

2. faze (s pocitacem, 20 minut): Stejné jako v predchozi fazi bylo ukolem student(
nalézt a zdGvodnit hledanou mnoZinu bodU. Pokud toho nebyli schopni, méli zapsat
vSechny domnénky, které by podle nich mohly s feSenim souviset.

2. rozhovor: Cilem rozhovoru bylo s jistotou urcit, zda student/ka vyfesil/a problém a
zda objevil/a néjaké hypotézy, které se vztahuji k feSeni. Pokud ano, pak jakym
zpUsobem na né prisel/la.

3. faze (s pocitacem, 20 minut): Pokud student nevyresil problém v predchozi fazi, byl
mu predloZen soubor v GeoGebre, ve kterém byla zvyraznéna vsechna relevantni
fakta, vztahujici se k feseni.

3. rozhovor: Cilem bylo urdit, zda student/ka problém vyresil/a a pokud ne, tak proc.

Ziskana data prezentujeme podle Uloh 1 az 4, ke kterym vztahuiji.
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Poznamka: U prepistd rozhovor( vyzkumnika se studenty jsou obcas vynechany nékteré
pasaze — bud’ kvlli prehlednosti (opakovani slov a hledani spravné formulace, dlouhé
pomlky) nebo proto, Ze se nevztahuji k tématu.

6.3.1 Prvni problém

P

/

N

Obrdzek 41 Reseni 1. Problému.

|

B b

\
/

-

e Studentka XYZ

Reseni bez pocitace XYZ (pozndmky na papite): Studentka se experimentalné pokousela
zjistit hledanou mnozinu tak, Ze zkonstruovala nékolik bodd, patficich do hledané mnoziny.
K Zadné hypotéze nedospéla.

1. rozhovor:

Vyzkumnik (V): Vyresila jsi problém?

Studentka (S): Myslim si, Ze ne.

V: M3s néjaké domnénky nebo hypotézy, o kterych si myslis, Ze s feSenim souvisi? Treba,
co si myslis, Ze je tou hledanou mnoZinou?

S: No, podle toho, jak jsem si to snazila rozkreslit, tak ty body musi leZet, ty praseciky
musi leZet... [studentka ukazuje na par zkonstruovanych bodU na papire] kdyz si
predstavim ty primky [méla na mysli pfimky MB], ty se budou posouvat a budou smérovat
k prfimce... nevim jak je oznacend tahle primka...

V: Jo, SB. Ale teda, nezformulovala jsi Zddnou hypotézu?

S: Ne, ne.
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V: Jsi schopna zformulovat néjakou otdzku, ktera by té ohledné tohoto problému
zajimala, ale neznas na ni odpovéd? Zjevnou otazkou je, jaka je ta mnoZina. Mas jesté
néjakou?

S: ..

V: Asi ne

S: Ne

Shrnuti rozhovoru: Studentka neobjevila zadny relevantni fakt. Nenapadla ji ani Zadna
otdazka, kterd by s feSenim mohla souviset.

Hypotézy: zadna

Reseni s pomoci GeoGebry XYZ (pozndmky na papife): Studentka objevila hledanou
mnoZzinu (trividlni fakt). K jejimu zdlvodnéni se snazila dopracovat s pomoci mocnosti bodu
ke kruznici, ale sama netusila, jak.

2. rozhovor:

V: Vyresila jsi problém?

S: mmm...

V: Pravdépodobné ne nebo spis si myslis, Zze ne...

S: No, spis ne.

V: Fajn, pfisla jsi na néjaké domnénky nebo hypotézy, které s tim reSenim souvisi?

S: No, tady podle toho teorému... Ja jsem se snaZila podivat, co z toho bych mohla vyuzit
[Drzi seznam teorémd, ktery dostali pfed vyzkumnym testem a do kterého mohli kdykoli
nahlizet.]

V: Co ses snazila vyuZit?

S: Snazila jsem se vyuzit ten treti teorém, fakt, ze by podle mé mélo platit, Ze ten bod B,
ten je vlastné vidycky ve stejné vzdalenosti od toho bodu S a tady podle toho teorému by
podle mé mélo platit, Ze vzdalenost mezi body S a B na druhou, by se méla rovnat
vzdalenosti vidycky od toho konkrétniho priseciku [ukazuje na bod P] k bodu B krat
vzddlenost pruseciku P k bodu M.

V: Takhle, SB? se rovna BP krat... ?

S: Krat BM.

V: BS? je teda BP krat BM. Snazila ses vyuZit tohoto teorému [mocnost bodu ke
kruznici]?

S: Jo.

V: A pfisla jsi na néco?

S: Snazila jsem si tam udélat obsah, vlastné vytvofit si Ctverec [o strané délky] SB, pak
obdélnik...

V: Jo, takze jsi sledovala ...

S: Abych dokazala, Ze plati ten soucin...

V: Jo! Ty jsi ho chtéla dokazat, ty jsi chtéla dokazat, 7e SB? je BP krat BM... a k ¢emu by to
vedlo?... To jsi nevédéla?

S: Ne.

V: Dobre, méfila jsi néjaké ahly tady?
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S: Vibec.
V: Vlbec. TakZe, ani jsi nepfisla na to, Ze uhel MPS je pravy, Ze ano?
S: Ne.

V: Ani jsi nepfiSla na to, Ze Uhel SPB je pravy? ... Vibec té nenapadlo méfit uhly?
S: Ne.

Shrnuti rozhovoru: Studentka se pokousela aplikovat mocnost bodu ke kruznici. Za tim
ucelem provadéla v GeoGebre experimenty. Méfit ihly (MPS a SPB) ji vibec nenapadlo.

Hypotézy: Studentka objevila trividlni fakt (hledanou mnoZinu). Zadny jiny neobjevila.
Akce XYZ provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Studentka nejdfive urcila hledanou mnoZinu boda:

Obrdzek 42
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Dale zmérila nékolik Usecek, zrejmé se zamérem (jak plyne z rozhovoru) néjak

aplikovat vétu o mocnosti budu ke kruznici:

Poté pouzila modalitu ,wandering dragging” (sekce 5.3.): Tahala objekty
konstrukce bez zfejmého zaméru s virou, Ze néco objevi.

Obradzek 43

Opét se snazila vyuzit mocnosti bodu ke kruznici, ale bez jakéhokoli tuseni, jakou

roli by v feSeni mohla hrat:

A
-3
MP = 3.87

MA = 2.48
. /
MF = 0

|

Obrdzek 44
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Reseni s pomoci souboru, v némz byla zvyraznéna dileZitd fakta (pozndmky na papite):
Studentka pochopila, Ze ve zdlvodnéni budou roli hrat dhly a Thaletova véta.

e Nejdfive s pomoci Thaletovy véty zd(ivodnila 2. tvrzeni (fakt, Ze uhel BPS je
pravy), a to na zakladé predpokladu, Ze bod P lezi na kruznici s prmérem SB.
Jedna se o abduktivni Gvahu, nebot stoji na empiricky vypozorovanych faktech.

e Ddle zdlvodnila 1. tvrzeni (Uhel SPM je pravy). Toto zd{ivodnéni vychazelo
z predpokladi a je tedy deduktivni.

e Studentka vSak nebyla schopna vytvofit z téchto fakta deduktivni fetézec, ktery by
vychazel ze zndmych fakt(i a dospél k dokazovanému tvrzeni.

3. rozhovor:

V: UZ vime, Ze feSenim je kruZnice s primérem BS. A ted nam jde o to, jak to zdGvodnit.
Zkusila bys fict, jak nejlépe bys to zdlvodnila ty?

S: ... to P se musi posouvat... vlastné at je to P kdekoli, at je ta kruznice jakkoliv velka
[kruznice s primérem MS], tak vidycky plati, Ze ten uhel MPS je 90°, protoze je to
obvodovy uhel. A zaroven, kdyzZ si tam predstavime tu kruznici...

V: Takhle, ty nem(zes brat [hledanou] kruZznici jako predpoklad...

S: jo

V: ... ale jako dUsledek. TakZe jsme u toho, Ze tenhle Uhel MPS je 90°, a co dal...

S: No, zaroven tedy plati, Ze ten bod P se pohybuje nékde nad tou usec¢kou SB... zatim
nevime, Ze je to na kruznici a musime dokazat, Ze je to kruznice... no, tak si mizeme
predstavit Usecku SP.

V: No, vime, Ze usecky MP a SP... jsou kolmé a co dal?

S: No takZe tim padem, kdyz vime, Ze ten Uhel SPM je 90° a ty usecky jsou kolmé, tak ten
Uhel SPB musi byt taky 90° a ted' uz tedy mUzeme vychazet z toho, Ze je to bod na
Thaletové kruznici...

V: .. atoje reseni.

Shrnuti rozhovoru: Studentka znala potfebnou teorii a vSechna fakta, vztahujici se k reseni,
navzdory tomu dokazala dospét k dikazu teprve svnéjsi pomoci. Na zakladé vyse
prezentovanych dat se lze domnivat, Ze jejim hlavnim problémem ve findlni fazi bylo
vytvareni logického retézce.

e Student ABC

Reseni bez pocitace (pozndmky na papife): Student se domnival, ze Ghel SPB je pravy. Na
zakladé toho vyvodil, Ze bod P leZi na Thaletové kruznici s primérem SB. Chybélo
zdGvodnéni, proc je tento Uhel pravy. Lze se oprdvnéné domnivat, Ze studenta k tomuto
faktu dovedl zamér aplikovat Thaletovu vétu (kterou jsme pred experimentem opakovali)
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a poté vizualné ovéril, Ze je tato domnénka spravna. Za deduktivni dikaz to vSak pokladat
nelze.

1. rozhovor:

V: Takze...

S: MUZu Fict svoji myslenku... ten bod P by se mohl pohybovat po Thaletové kruznici ...

V: Jo... vyborné, proc€ si myslis, Ze tenhle uhel [BPS] je pravy?

S: ... kdyZ povedu [bodem P] kolmici [k pfimce BM], tak P, S na ni leZi a tenhle Uhel [BPS]
musi byt urcité pravy...

V: Takze... co je teda rfeSenim té ulohy, jsi schopen to feseni formulovat nebo ne?

S: Ta Thaletova kruznice s primérem SB?

V:Jo, jenom si tim nejsi Uplné jisty?

S: nejsem si tim Uplné jisty, potfeboval bych to jesté vic promyslet. Nejsem si jisty, jestli je
to spravné, byla to prvni myslenka, kterd mé napadla. Jsem si témér jisty, Zze kdyz tim
bodem M pujdu doll [po pfimce SM], tak se to tam bude drZet, ale nejsem si jisty, jestli
to tak bude, kdyzZ tim bodem pujdu nahoru [po pfimce SM]. Je jasné, Zze kdyz projdu
[bodem M] ptes ten bod S, tak se mi to preklopi. Takze jsem si jisty, Ze z ¢asti to bude
patfit kruznici [Thaletové] a odhadnul bych, Ze [celd mnoZina bod( P] bude na Thaletové
kruZnici.

V: Vyborné, tak jo. Ted se na to koukni s GeoGebrou.

Shrnuti rozhovoru: Rozhovor potvrdil to, co jiz bylo patrné ze studentovych poznamek,
totiz Zze odhalil klicovou myslenku (Uhel SPB je pravy a bod P lezi na Thaletové kruznici),
ale nebyl schopen vytvofit Uplné logické zdlvodnéni, vychazejici od predpokladi k zavéru.
Pfedevsim chybélo zdlvodnéni, proc je uhel SPB pravy.

Hypotézy: Student se spravné domnival, Ze feSenim je kruznice. Zaroven odhalil kli¢ovou
myslenku feSeni problému — aplikovat Thaletovu véty. To znamen3, Ze si byl védom, Ze Uhel
SPB je pravy. Neni viak jisté, Ze védél, jak to zdGvodnit.

Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papire): Student védél, 7e ptimka SP je kolma na
pfimku MB. Z toho vyvodil, Ze bod P leZi na Thaletové kruznici. Chybélo vSak matematické
zdGvodnéni, proc je pfimka SP kolma na pfimku MB.

2. rozhovor:

V: Kdyz vezmeme to tvé feseni... tady si doSel [k tvrzeni] Ze Uhel SPB je pravy. Proc€ je
pravy?

S: Ja jsem si tohle [pfimku SP] rovnou zkonstruoval jako kolmici.

V: Takhle, ja vim, ale o kolmici se v zadani té dlohy nemluvi. Tam se mluvi o tom, Ze se
vlastné vede pfimka k pevnému bodu B a s tim bodem M pohybujeme. TakzZe otdzka je,
proc€ je tenhle Uhel SPB pravy.

S: Jo, tak na to jsem mozna pfrisel ndhodou... ale potom jsem taky uvazoval, Ze [Uhel] MSB
je na Thaletové kruznici, ale to neni dllezita informace ... to bych jesté potreboval
pofadné ... no, protoZe vlastng, Ze ten bod P leZi na Thaletové [kruznici], tohle je vlastné
Thaletova kruZnice...
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V: Presné tak, takZze tenhle uhel [MPS]...

S:... musi byt pravy a [vezmu] dopInék potom do 180° stupniu

V: a proto kruZnice ... ten bod P leZi na Thaletoveé kruZznici.

S: Jasné.

V: Na uhel MPS jsi ptisel s GeoGebrou nebo bez ni?

S: Pocital jsem s tim, uz kdyz jsem kreslil [naértek na papir].

V: To samé, Ze Uhel SPB je pravy?

S: Jo.

V: A mél jsi rovnéz hypotézu, Ze [feSenim je kruZnice]

S: jo, tu jsem mél

V: takze, dalo by se fict, Ze GeoGebra té jenom utvrdila v feSeni [které jsi nalezl bez ni]?
S: jo, ja jsem si jenom nebyl jisty, co se bude dit, kdyz ten bod budu posouvat nahoru, tusil
jsem, Ze se bude furt pohybovat po Thaletové kruznici, ale nebyl jsem schopny si to
predstavit.

V: Vlastné pro tebe byla tézka konkrétni predstava, ale tusil jsi, Ze to bude Thaletova
kruznice?

S: Jo, ja jsem si to i s otaznikem zapsal.

V: Dobry, fajn.

Shrnuti rozhovoru: Student se diky GeoGebre utvrdil ve faktech, kterd ziskal pfed ni.
Navzdory zjisténym faktlm byl schopen dokondit dliikaz aZ pfi rozhovoru s vyzkumnikem.
Pfedtim pfi dlikazu vychazel z pfedpokladu, ktery byl sice pravdivy, ale nedokazany: Totiz
Ze pfimka SP je kolma na pfimku MB.

Akce ABC, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Student se nejdfive utvrdil, Ze hypotéza, kterou dokazal zformulovat zcela
samostatné, je spravna.

Obrdzek 45
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— Dale vyznacil do konstrukce oba Uhly (netrividlni fakta). Student si tedy byl védom
klicové myslenky dikazu. ZdUraznéme, Ze dulezitosti uhll si byl student védom uz
v predchozi fazi a pravé na zékladé znalosti téchto uhl{ formuloval spravnou
hypotézu, Ze feSenim je kruznice.

Obrdzek 46

e Studentka RIRI

Reseni bez poéitace (pozndmky na papite): Studentka zkonstruovala nékolik bodil P.
Hadala, Ze feSenim je ¢ast hyperboly nebo kruZznice a poznamenala, Ze je zde urcité
»zaobleni”, tedy Ze feSenim neni pfimka.

1. rozhovor:

V: Myslis si, Ze jsi problém vyresila?

S: Jo (smich) ... néco mé napadlo, tak asi néco mam.

V: Dobre, tak co je tvym rfeSenim? Nebo takhle, myslis si, Ze je to spi$ hypotéza nebo Ze to
[Feseni] umisS zdlvodnit?

S: Hypotéza.

V: Hypotéza. A co je tedy tou hypotézou?

S: No, Ze vlastné to MP mi tvori néjaky polomér kruznice, na ni mam néjaky fixni bod
[ukazuje, na jistou kruznici se stfedem M a prochdzejici bodem P].

V: Ta kruZnice prochazi bodem S tady? Kdyz pohybujes tim bodem M?

S: Ne, M je pro mé stfedem té kruznice.

V:Jo! Ty hledds tu mnozinu?

S: No

V: Jo, ale tady je problém, Ze pokud je sttedem [hledané mnoZiny] bod M, tak prece ten
bod M neni fixni? [podle zadani]

S: Jo, ta kruZnice je jenom takova naznakova.

V: Jo, takze predpokladas, zZe je to kruznice ...
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S: Nebo néjaky zaobleny tvar, ¢ast hyperboly. A pak mé tady napadla druha véc, ja znam
tuhle polohu [bodu P], kterou mam jako primarni [ukazuje na nacrtek] a pak zndm jesté
druhy bod [ukazuje na bod S]

V: Vyborné, takze mas dva body té mnoziny.

S: [dale] to bude soumérné [hledana mnozZina bude soumérna podle pfimky SB]. Tady mi
to zacind [ukazuje na bod P] a tady mi to kon¢i [ukazuje na bod S] a ted odhaduju jenom
tu stfedovou ¢ast [mnoziny mezi body P a S] na tomto intervalu.

V: Dobre, takZe reSenim je spis tato kruznice nebo tato kruznice [studentka nacrtla dvé
kruZnice spojujici body P a S, obé nakreslila od ruky a Zadna z nich nebyla identicka se
spravnym feSenim].

S: Ja si myslim, Ze takhle néjak [ukazuje na jednu z nich].

V: Dobre, to by bylo vSechno a ted to zkus s GeoGebrou

Shrnuti rozhovoru: Studentka na zdkladé dvou bod( (jednoho bodu P a daného bodu S)
hadala, Ze by hledanou mnoZinou mohla byt kruznice. Jeji navrh vSak nebyl tou kruznici,
ktera je reSenim problému. Navic pro svlj odhad neméla Zadné argumenty, které by ho
podporovaly — je to prosté odhad, zalozeny na predstavé, jak se asi body P budou ménit,
pokud budeme pohybovat bodem M.

Hypotézy: Spatné

Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papife): Studentka objevila trividlni fakt, ktery se
pokousela zdGvodnit pomoci mocnosti bodu ke kruznici a poté pomoci definice kruznice
jako mnoziny bod( s konstantni vzdalenosti od stfedu Useky SB. Klicova myslenka vyuZiti
Uhld ji nenapadla.

2. rozhovor:

V: Tak, prvni otazka: vyresila jsi problém?

S: Urcité je to kruznice.

V: Je to kruznice ... jakd kruznice?

S: Se stfedem ve stfedu Usecky SB a s polomérem...

V: Jasné, je to prosté kruznice s primérem SB

S: Presné tak.

V: Fajn, dokazala bys to néjak zdGvodnit?

S: No, ten bod... bude to souviset s mocnosti [bodu ke kruznici]?

V: Myslis?

S: No, protozZe ... tohleto je vlastné tétiva [ukazuje na pfimku BP]. Kdyz ja ji budu takhle
posouvat po primce [ma na mysli posun bodu M po pfimce MS], tak se dostanu do bodu,
kdy mi vytvofi teénu k té kruznici... tohleto je pohyblivy bod, ktery se...

V: Takhle, dobre. Ty ten bod M budes$ posouvat [nahoru po pfimce SM] to znamena, Ze
polomeér té kruznice se bude zvétSovat a ty tvrdis, Ze tady MB bude tecna.

S: MUZu se vratit k té GeoGebre, abych vam to ukazala......[studentka se presouva

k pocitaci]... ta pfimka [MB] je tétivou kruznice ktera nam vznika [hledana mnoZina bod]
a pokud mi bod P splyne s bodem B, pak by se to [pfimka MB] méla stat tecnou [kruZnice
s primérem MB, hledané mnoziny].
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V: Dobfre, to sice jo, ale ten bod M vlastné bude v nekonecnu, bude prosté ,strasné
daleko”...

S: atoje z toho dlivodu, Ze tady je jako pravy uhel [ma na mysli thel BSM], tohleto je
tecna, to MS je tecna ke kruznici [s primérem BS], no a potom ... ja nevim, jak to presné
bylo ...

V: Takhle, ndm jde o to zdGvodnit, pro€ tedy hledanou mnoZinou je kruznice s primérem
SB a ne jina kruznice, ktera prochazi body S a B, tfeba tato kruZnice [ukazuje na jinou
kruZnici v nacrtku], to je otazka.

S: No a potom jesté jedna véc [Usmév], ja jsem si kreslila... [studentka v GeoGebre
pohybuje bodem B a bod M nechéva pevny. Zjistuje, Ze mnoZinou bodu P je v takovém
pripadé kruznice s primérem MS]

V: No, to je dudlni problém, ale vlastné ted jsi prohodila osy. Re$i$ tu samou ulohu, jenom
fixni je bod M a bodem B pohybujes...

S: Jo.

V: TakZe, kdyZ to shrnu, uméla bys néjak zdGvodnit, kdyZ teda pohybujes tim bodem M,
tak ten bod P ti vykresluje kruznici s primérem SB?

S: Tady je konstantni vzdalenost, ktera se musi udrzovat, aby mi to vykreslilo kruznici
[studentka ma na mysli polomér].

V: Konstantni vzdalenost ¢eho?

S: C a P [jako bod C si studentka oznacila stfed usecky BS].

V: Ale tak musi$ ukdzat, Ze ta vzddlenost je konstantni.

S: KdyZ budu mit spojnici stfedu na kruznici ... [Studentka dal uvadi jakési argumenty, proc
je feSenim kruznice. Ty ale maji povahu opakovani empirickych fakti nebo definic.]

V: ... dobfe, nevadi, sedni si zase sem, jenom jesté nékolik otazek. Ja teda... To tvé feseni,
popis toho feseni je spravné, ale to zdlivodnéni se mi nelibi, jo. A ted se té zeptam na
nékolik otazek ... Takhle, ty jsi teda urdila, Ze feSenim je kruznice s primérem SB a ted’
otdzka: zméfila jsi tento Uhel? MPS?

S: Ne.

V: Vibec té to nenapadlo, Ze by tam mohl hrat roli?

S: AZ ted.

V: AZ ted. A tenhle Uhel tim padem jsi taky nezmérila [Uhel SPB]?

S: Ne.

V: Ten je taky 90°. J4 ti ted feknu, Ze tenhle Uhel je pravy a tenhle Uhel je taky pravy [uhly
SPB a SPM] a zkusis to ted zdGvodnit, jak nejlépe umis, jo?

Shrnuti rozhovoru: Z rozhovoru bylo patrné, Ze studentka je ctizadostiva a nechce se smifit
s nevyreSenim. Bohuzel kromé trividlniho faktu nezjistila s pomoci GeoGebry zadna fakta,
ktera by Slo v dikazu pouzit. Nezmétila Zadny z uhlu, které jsou pro reseni klicové, a rovnéz
ji nenapadlo, Ze v feSeni mUze hrat roli Thaletova véta. SnaZila se aplikovat mocnost bodu
ke kruznici, ale to k nicemu nevedIo.

Hypotézy: Studentka objevila pouze trividlni fakt (hledanou mnozinu).
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Akce RIRI, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Studentka nejdtive urcila hledanou mnozinu bodu:

M

Obradzek 47

— Poté pouzila modalitu ,wandering dragging” (sekce 5.3): Tahala objekty
konstrukce bez zfejmého zaméru s virou, Ze néco objevi.

Obrdzek 48

Reseni s pomoci souboru, v némz byla zvyraznéna dileZitd fakta (pozndmky na papire):
Poznamky studentky byly hodné kusé. Bylo z nich patrné, ze odhalila klicovou myslenku,
tedy Ze Uhel MPS je pravy v dusledku Thaletovy véty. Déle si vSsak nevédéla rady.

3. rozhovor:

V: Tak, vyresila jsi problém ted, jako myslim zddvodnila?
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S: Pokusim se to zdGvodnit. No prosté jsou tady dvé Thaletovy kruZnice... Tady to jenom
nacrtnu, tady je pravy Uhel a tady je pravy uhel [studentka vyznacuje uhly SPB a SPM]....
V: TakZe prvni otazka: proc je uhel MPS pravy?

S: MPS pravy? Ne MPS ne... SPB... MSB? [je vidét, Ze studentka tape a nevi, ¢im ma
zacit]

V: Tak, dokazala bys néjak zdGvodnit proc je feSenim kruznice s praimérem SB?

S: ...[studentka pfemysli]... Tady ten Uhel se bude vidycky zachovavat [Uhel MPS]

V:Jo, je 90 stupnd, proc?

S: ProtoZe jakykoli bod, pohybujici se po téhle kruznici [s prlmérem MS] bude svirat ...
V: ..90 stupna

S: s témi Useckami [MP a PS] 90 stupnd, protoze je to Thaletova kruznice, ktera je
sestrojend nad tim primérem [MS].

V: Takze, vime, Ze tento Uhel je 90° vzdycky pro libovolnou polohu bodu M

S: Zaroven, MB je pfimka, to znamen3, Ze tento Uhel [SPB], musi byt taky pravy.

V: A vyplyva z toho néco, Ze tento uhel, SPB, je pravy?

S: No, pokud budu chtit najit tu mnozinu, tak z ni vidim [Usec¢ku SB] po thlem 90°, tak to
mUzZe byt jediné kruznice.

V: TakZe jsi to ted vyresila. To je feSeni. TakZe ja to jenom shrnu [dochazi k rekapitulaci
feSeni]. Ted teda nékolik otazek. V prvni fazi té nenapadlo zméfit tyto uhly [MPS a SPB]?
Netusila jsi, Ze s feSenim mohou souviset, predpokladam.

S: Ne.

V: A snatzila ses spiSe aplikovat tu mocnost bodu ke kruznici?

S: Nejdrive [jsem pouZzila] predstavivost, abych védéla, co to asi bude.

V: Takhle, urdila jsi tu mnozinu, a pak ses to pokousela zdGvodnit pomoci mocnosti bodu
ke kruznici, nebo...

S: Jo, ano, protoze... ja jsem se snazila dokazat, Ze tato vzdalenost se bude zachovavat
[polomér kruznice s praimérem SB] a pustila jsem se do té mocnosti, protoZze tam jsou
vztahy délek.. takze néjak takhle jsem to smérovala.

V: Jo, dobry, chapu.

Shrnuti rozhovoru: Studentka nakonec feseni v prlibéhu rozhovoru dokoncila. Bylo patrné,
Ze pri dikazu nevédéla, ¢im ma zacit, ale nakonec nasla spravnou sekvenci myslenek
prakticky bez pomoci. Z rozhovoru je také patrné, Ze na mocnost bodu ke kruznici se
v pfedchozi fazi upnula proto, aby dokazala, Ze polomér kruZnice je konstantni. Z toho je
patrna jeji nezkusenost: Ac¢koli mocnost bodu ke kruznici s délkami souvisi, asi jen zfidka ji
Ize vyuzit k dikazu konstantnosti jistého poloméru.
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Tabulka (4. experiment, 1 tloha), shrnuti dat:

1. (zékl) dloha

Bez GeoGebry (1. Faze)

Objevil student

Objevil

Objevil

S Geogebrou (I1. Féze)

Jaké byly jeho

S Geogebrou (I1l. Faze)

Pro¢ student
problém

relevantni Vyfedil student |student, Ze student, ie Vyfesil student |Vyfesil student problémy pfi  |nevyfesil ve Il.
Student hypotézy? problém? uhel MPS=90°? |dhel SPB=90°? problém? problém? fedeni? fazi?
Implicitné
Ano (Student Ano (Student . P A
o predpokladal
objevil kli¢ovou Ano (Tento fakt |Ano (Tento fakt nakonec s .
néco co se
ABC mySlenku: NE (zd(vodnéni | student objevil | student objevil | mirnou pomoci 510 dokdzat
mélo dokdza
Aplikaci nebylo pfesné) | v pfedchozi v pfedchozi dochazi k e e
.. .. . , (totiz ze dsecka
Thaletova fazi) fazi) pfesnému | B
, . . . SP je kolma na
teorému) zdlvodnéni)
MB)
Studentka méla Studentku
NE (Studentka upmhlémy’ vibec
. pfestoZe znala .
se snaZila fakta i potfebnou nenapadlo, Ze
aplikovat teorii. M&la by v feSeni
Xyz NE NE NE NE mocnost bodu Ano problém vytvofit | mohly hrat roli
ke kruZnici, ale '703‘““‘7' FEté‘zec- v thly.
ta zde k ni¢emu Je_J'ch dvahéch _Se | Neodhadla
) objevily abduktivni ,
neni) Gvahy na misto spravnou
deduktivnich. | strategii dikazu
NE (Studentka
se snalila
aplikovat | tato studentka
mocnost bodu | tato studentka | zvolila chybnou
ke kruznici. méla problémy | strategii: chtéla
RIRI NE NE NE NE N . Ano . . -
Myslenka, Ze s vytvofit logicky aplikovat
fesenim by fetéz. mocnost bodu
mohly souviset ke kruznici.
ahly, ji
nenapada)

Data ke druhé otazce

v nékterych pfipadech dostatecna?

Jaké jsou priciny selhani studentl pfi hledani dikazu, pro¢ pomoc softwaru neni

U studenta ABC je nutné podotknout, Ze by problém uplné vyresil uz v prvni fazi bez
pocitace, pokud by vyzkumnik naléhal na to, aby své kroky presné zdlvodnil. Jediné, v ¢em
mu GeoGebra pomohla, byla konkrétni vizualizace feSeni, které bylo obtizné si predstavit.
Lze fici, Ze GeoGebra pouze utvrdila studenta, Ze jeho myslenka byla spravna. Jeho hlavnim
problémem pfi vytvareni dikazu bylo, Zze do predpokladd zahrnul fakt, ktery opomnél
zdGvodnit. KdyzZ na to byl upozornén, dokazal diikaz dokoncit.

PFic¢iny selhani studentek XYZ a RIRI ve druhé fazi lze spatfovat v tom, Ze neodhalily kli¢ovou
myslenku — tedy, Ze s feSenim souvisi Thaletova véta a Ze je nutné zaméfit se na uhly.
Pomoc GeoGebry tak nedokazaly vyuzit. Misto toho sledovaly jiny (chybny) zamér — aplikaci
véty o mocnosti bodu ke kruznici. Ackoli obé studentky dliikaz dokoncily ve treti fazi, stalo
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se tak po zna¢né dobé. Z rozhovoru bylo patrné, Ze obéma délalo potize vytvorit uceleny
logicky retézec, vychdzejici z predpokladl a sméfujici k zavéru. Studentka XYZ navic brala
do svych uvah jako predpoklad nedokazané tvrzeni (Ze mnozinou je kruznice s primérem
SB).

Problémy studentek shriime:

e Obtize s vybérem spravnych teorémi (spravny cit pro vedeni dikazu).
e Obtize s vytvorenim deduktivniho fetézce, vychazejiciho od predpokladi k zavéru.
e Nepodafilo se jim objevit klicovou myslenku dlikazu.

Jakym zplisobem studenti nastroje DGE vyuZivaji?

Tuto otazku jsme v pfedchozich tfech experimentech nekladli jednoduse proto, Ze dotaznik
byl zaméren pouze na relevantni fakta, vztahujici se k feSeni. Avsak v tomto experimentu
jsme studentlm snimali obrazovku a spolu s naslednym rozhovorem jsme tak mohli zjistit,
jaké strategie studenti vyuzivali a s jakym zdmérem.

— Studentka XYZ
Pouzivala modalitu ,,wandering dragging” — tahani bez planu za ucelem objeveni
domnének. Tato modalita ji vSak nic nepfinesla.
Dale pouzivala nastroj ,méreni usecek”, a to za ucelem aplikace teorému mocnosti
bodu ke kruznici. Jinymi slovy, studentka pouzivala ndstroje softwaru s konkrétnim
zdmérem, ktery vSak s feSenim problému nesouvisel. V rdmci UTM to spadd pod
»nahodny“ nebo , heuristicky” experiment.

— Studentka RIRI
| tato studentka, kromé toho, Ze urcovala hledanou mnozinu, zlstala u modality
»,nahodné tahani“. V ramci UTM se jedna o kategorii ,,vizualni vnimani a
dynamicka zména konstrukce”.

— Student ABC
Tento student pouzival GeoGebrou pouze jako prostredek k verifikaci svych
hypotéz, na které pfisel dfive.
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6.3.2 Druhy problém

Obrdzek 49 Reseni 2. problému

e Studentka XYZ

Reseni bez pocitace (pozndmky na papite): Studentka se experimentadlné pokousela
identifikovat hledanou mnozinu konstrukci nékolika bodl P. Nedosla k Zadnému zavéru.
Diky aplikaci Thaletovy véty objevila prvni netrividlni fakt — Ze ¢tyfuhelniku ASBP lze opsat
kruZnici. Postoupit dale v feSeni vSak nedokazala.

1. rozhovor:

Vyzkumnik (V): Vyresila jsi problém?

Studentka (S): Nevyfiesila.

V: M3s néjaké domnénky nebo hypotézy?

S: No, hypotézy asi Uplné ne... spiS jenom domnénky z nacrtkq, ale ...

V: TakZe zadné hypotézy nemas?

S: Ne, ne.

V: M3s néjakou otdzku, o které si myslis, Ze s feSenim souvisi?

S: No, napadlo mé, jestli s tim nesouvisi, Ze i ten trojuhelnik, SAB, je vlastné pravouhly.
Snatzila jsem se zkusit, jak by vypadaly... kde by se nachazely stfedy Thaletovy kruZnice, na
které musi lezet ten bod P [jinymi slovy, studentka se ptd na mnozinu stredi kruznic
opsanych ¢tyfuhelniku SAPB, pokud pohybujeme trojuhelnikem APB po danych
pfimkach]... a ty taky pGjdou nahoru stejné jako [kdyZ pohybujeme] bodem A nahoru...
[Gsmév]... no...

V: No, takZze nemas nic konkrétniho... prosté experimentalné jsi se snazila...
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S: ... vyuzit toho trojuhelniku SBA nebo najit tam néjaké vztahy.
V: Dobry, ted' to zkusi$ s GeoGebrou.

Shrnuti rozhovoru: Studentka objevila prvni netrividlni fakt, Ze ctyruhelnik APBS je
tétivovy. Z rozhovoru je patrné, Ze si nebyla jista, zda tento fakt s feSenim souvisi. Ddle jeji
pozornost zaujala mnoZina stfedl kruznic, opsanych ¢tyruhelniku APBS. Tato otazka vsak
s feSenim nesouvisi.

Hypotézy: CtyFuhelnik APBS je tétivovy.

Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papife): Studentka objevila s pomoci GeoGebry i
druhy netrividlni fakt, rovnost uhli £ASP = 4ABP = 30°. Logické zd({vodnéni tohoto
faktu vSak chybélo. Z nasledujiciho rozhovoru bude patrné, Ze tento fakt objevila s pomoci
funkce tahani objektl. Klicovou teorii, totiZz vétu o obvodovych uhlech, studentka nebyla
schopna aplikovat.

2. rozhovor:

V: Myslis, Ze jsi problém vyresila nebo ne?

S: No, jestli jsem to spravné pochopila, tak feSenim by méla byt Usecka...

V:Jo, a mas néjaké zdivodnéni pro to?

S: No podle toho, jak jsem si to vykreslila v GeoGebre, tu stopu... tak myslim, Ze by to Slo
zdUvodnit... teda jestli je to dostatecné silné zdlvodnéni ... kdyz si predstavim Ctyruhelnik
ASBP ... pted tim jsem fikala, Ze to souvisi s tim trojuhelnikem SBA ... pro ten ¢tyfuhelnik
by teda mélo platit, Ze je tétivovy... ty protéjsi uhly by mély byt stejné velké a kdyz ...

V:... soucet protéjsich uhld je 180°

S: Ano a kdyz ihel ASB ma 90° a tenhle [Uhel APB] taky, tak PS je vlastné usecka...

V: TakZe pfisla jsi na to, Ze feSenim je Usecka... nebo jakasi Usecka PS, pfisla jsi na to, Ze
¢tyruhelnik APBS je tétivovy. Na to jsi pfisla v disledku aplikace Thaletova teorému nebo
spis vizudlnim vnimanim?

S: Spis podle té GeoGebry...

V: Prosté jsi zkusila opsat tomu ¢tyrahelniku kruznici a...

S: To jsem nezkusila ... [Usmév]

V: Jo, dobry, takze spis to byl Thaletlv teorém, Ze soucet proté;jSich uhli je 180°?

S: Jo, tady je 90° [ASB] a tady je 90° [APB], takZe jsem predpokladala, Ze vSechny
Ctyfuhelnik [APBS] jsou tétivové.

V:Jo... to, Ze je ten Ctyruhelnik tétivovy, je dobre, nicméné k uplnému zdlvodnéni to
nestadi... mas jesté néjaky fakt?

S: Pak jesté néktera fakta, ktera nevim, jestli k nééemu jsou. Napftiklad, Ze uhly mezi tou
pfimkou SP a mezi pfimkami a a b jsou 30 a 60 stupnd.

V: A na to si pfisla jak?

S: Protoze, kdyz jsem si tam zkusila pfedstavit ten trojuhelnik... kdyz to B se bude hodné
blizit k tomu S...

V: To znamena3, ty jsi ten uhel nejdrive zméfrila a pak si to zdlvodnila vétou o obvodovych
uhlech, nebo naopak? [Vyzkumnik Spatné pochopil vyjadieni studentky. Pod formulaci ,B
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se bude blizit k bodu S“ chapal pohyb bodu B po kruznici opsané ¢tyruhelniku APBS. Tak
to ale studentka nemyslela, vétu o obvodovych uUhlech viibec neuvazovala a méla na mysli
pohyb bodu B po pfimce SB, kdyz bude vyuZivat nastroj tahani objekt(.]

S: Ne, tu vétu jsem nepoutzivala. Ja jsem si tenhle trojuhelnik [APB] predstavila takhle
[bod B je identicky s bodem S a prepona AB trojuhelniku lezi na pfimce a], tak tady je
téch 30 stupna

V: Takhle, mé ted zajimd jedna véc: Jak zdUvodnis, Ze uhel PSA je 30 stupni(?

S: To nestaci, kdyz si to posunu?

V: Myslis jako, Ze tenhle trojuhelnik je shodny s timto trojuhelnikem? [Opét posouvdame
trojuhelnik APB takovym zplsobem, aby jeho prepona byla totoznd s pfimkou a.]

S: V té GeoGebre to tak vypadalo... kdyzZ jsem si to posunula, tak v té GeoGebfe se mi to
tam prolnulo.

V: Dobre, pockat, takze aby bylo jasno, ty jsi tenhle Uhel zméfila a zjistila, Ze je 30 stupndq,
souhlasi to nebo jsi na to pfisla jinak? [Vyzkumnik stale tape a nechape, Ze studentka
odkazuje k experimentu v GeoGebre s pomoci tahani objektu.]

S: Neméfila. Jenom tim, Ze jsem si to tam takhle pfenesla, tak jsem to vidéla. [Studentka
posunula trojuhelnik ABP tak, Ze prepona AB byla totozna s pfimkou a. Odvésna BP
takového trojuhelniku se pak kryla s hledanou mnozinou. Z toho studentka odvodila, Ze
Uhel PSA je vidy roven uhlu PBA, tedy 30 stupridim.]

V:Jo, uz to chapu. Ty jsi posunula bod A a ten bod B se ti ztotoZznil s bodem §... a to bylo
30 stupnd.

S: A stejné by Slo zd{vodnit téch 60 stupnd.

V: Dobre, takZe zjistila jsi posunutim bodu A, Ze Usecka PS svird s useckou AS 30 stupnd.
Dokazala jsi to néjak zdlvodnit? Dokdazala bys to néjak teoreticky zdlvodnit? Vlastné, dalo
by se fict, Ze jsi na to prisla takovym experimentem. A dalo by se to néjak teoreticky
zdUvodnit?

S: J4 jsem se snaZila hledat néjakou souvislost. Uhly — vedlejsi, vrcholové — néco takového,
ale nenasla ...

V: Dobre, kdyz si to shrnu, na to, Ze feSenim je pfimka, jsi pfisla s GeoGebrou, na to, Ze
kruznice opsana trojuhelniku APB prochazi bodem S, jsi pfisla v dusledku Thaletova
teorému a pfisla jsi na to, Ze ihel ASP je 30 stupnd, a na to jsi pfisla [tak], Ze jsi bod B
posouvala [po pfimce b], aZ se ztotoznil s bodem S. Souhlasi to?

S: Jo, jo.

V: Fajn, to je tady trochu problém: Ty jsi pfisSla na vSechna fakta, ktera ti GeoGebra mohla
dat...

S: Ale neumim to zdGvodnit...

V: Zkus se na to jesté jednou kratce podivat s védomim, Ze tato fakta problém resi.

Shrnuti rozhovoru: Studentka pfisla na obé netrivialni fakta. Prvni z nich (Ze ¢tyfuhelniku
Ize opsat kruZnici) odvodila uz v predchozi fazi diky aplikaci Thaletova teorému. Druhy fakt,
rovnost ABP = 4ASP = 30°, ziskala s pomoci nastroji GeoGebry. Tyto nastroje vsak
pouzivala bez jakéhokoli zdméru nebo planu, prosté pohybovala trojihelnikem APB a
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urcity pripad upoutal jeji pozornost. Tento fakt tedy ziskala s pomoci ,,vizualniho vnimani a
dynamické zmény konstrukce”.

Hypotézy: Studentka objevila obé fakta. Prvni z nich objevila konstruktivné a bez pomoci
GeoGebry, druhy fakt odvodila s pomoci dynamické zmény konstrukce.

Akce XYZ, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Studentka nejdfive urcila hledanou mnoZinu bodd.

Obrdzek 50

— Poté urcila mnoZinu stredl C Usecky AB (a kruZnice opasné ¢tyfuhelniku APBS).
Jednd se o ,nahodny experiment”, ktery vSak nema s feSenim primou souvislost.

P
A = 4
C
0
S B
Obrdzek 51
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— S pomoci modality ,nahodné tahani” zjistila, Zze dhly BSP a ASP jsou konstatni a
rovny 60 respektive 30 stupnam.

Obrdzek 52

Reseni s pomoci souboru, v némz byla zvyraznéna diileZitd fakta (pozndmky na papite):
Studentka nenapsala Zadné poznamky.

3. rozhovor:

V: Myslis, Ze jsi vyreSila problém?

S: Vyuzila jsem teorému o obvodovych uhlech...

V: To znamena, vime, Ze tento ¢tyruhelnik je tétivovy...

S: Jo.

V: A ted'jsi vyuzila teorém o obvodovych uhlech. Jak?

S: Dokazala jsem, proc je tady téch 30 stupnid, a to je protoze Uhel ASP je obvodovy Uhel
[kruZnice opsané Ctyfuhelniku] a zaroven je obvodovy uhel ABP, o kterém vime, Ze ma 30
stupna.

V: To znamena, Uhel PSA je konstantni...

S: Jo.

V: A plyne z toho néco?

S: No, vSechny ty uhly jsou konstantni...

V: Vsechny ty uhly PSA jsou konstantni, takze lze z toho vyvodit, Ze bod P lezi na pfimce
nebo ne?

S:Jo [usmév], jo jde.

V: Takze vime, Ze bod P leZi na pfimce, kterd svird s pfimkou a 30 stupna. TakzZe kdyby jsi
to méla néjak shrnout, napada té néco, co bylo na téhle Uloze nejtézsi? Nebo proc si
myslis, Ze jsi to pred tim nevyresila v téch predchozich fazich?

S: ProtoZe jsem to neuméla zdGvodnit....
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Shrnuti rozhovoru: Studentka problém nakonec vyresila. V prechozi fazi ji nenapadlo
pouzit vétu o obvodovych uhlech. Lze se domnivat, Ze tomu tak z ¢asti bylo proto, Ze
kruZnice opsana Ctyruhelniku neni staticka, ale méni se spolu se samotnym ctyfuhelnikem.

e Student ABC
Reseni bez pocitace (pozndmky na papife): Student nic nenapsal.
1. rozhovor:

V: Prvni otdzka, jako obvykle, myslis, Ze jsi problém vyresil?

S: Myslim, Ze ne.

V: PriSel jsi na néjaké domnénky nebo hypotézy, o kterych si myslis, Ze s feSenim souvisi?
S: Je na prvni pohled jasné, Ze ten bod P lezi na Thaletové kruznici s prlimérem AB, coz
jsem zatim nijak nevyuzil, a pak mé napadlo, Ze [v zaddni] mam ¢étyrfuhelnik APBS a ta
Thaletova kruznice je vlastné opsana tomu ¢tyruhelniku. S tim jsem se snazil taky néjak
pracovat, ale uz se mi to nepodatilo rozvinout dal.

V: Dobry. Mas néjakou otazku, kterou jsi schopny zformulovat a na kterou neznas
odpovéd? Samoziejmé jedna otdzka je, jaka je [hledand] mnozZina bod( P... a napada té
jesté néjaka jina otazka?

S: Ne. Jsem si jenom skoro jisty, Ze ta mnoZina nebude kruznice... ty body A a B se
nemuzou pohybovat do nekonecna...

V: Jasné, dobry no. A ted to zkus s GeoGebrou.

Shrnuti rozhovoru: Student objevil s pomoci Thaletovy véty (konstruktivni argumentace)
prvni netrivialni fakt, ze ¢tyruhelnik APBS je tétivovy. Ddle nebyl schopen postoupit.

Hypotézy: ¢tyfuhelnik APBS je tétivovy.

Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papire):
2. rozhovor:

V: Myslis, Ze jsi problém vyresil? A jestli ano, tak mi to feseni popis.

S: Myslim, Ze s pomoci GeoGebry uz se mi to podafilo potom vyresit. Z GeoGebry jsem
vycCetl, Ze se ten bod pohybuje po pfimce, ktera je totoznd s pfimkou PS [na daném
nacrtku] do doby, dokud se zachovava konstantni délka usecky AB. [Student chce
vyjadrit, Ze feSenim je pouze ¢ast prfimky neboli Usecka.] A tady mame ten tétivovy
Ctyfuhelnik. Kdyz jsem to fesil bez GeoGebry, tak jsem Uplné nevédél, k éemu ta
informace je, ale potom mi doslo, ze mzu vyuZit teorém o obvodovém a stfedovém uhlu.
Snazil jsem se ho tam napasovat.

V: Nejdfiv jsi méril tenhle uhel [SAB]?

S: Ano, nejdiiv SAB a potom SPB.
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V: Snazil ses prosté vyuzit vétu o obvodovém uhlu, zjistil jsi, Ze tyto dva uhly jsou shodné,
ale...

S: To mi nepomohlo viibec, protoZe se ty uhly pofdd ménily, takZze mi to nepomohlo. Tak
jsem zkusil zjistit... nebo pfemyslel jsem nad tim, Ze potfebuji néjaky konstantni Ghel a
zjistil jsem, Ze kdyZ pouziju ty druhé uhly, tak ten tficetistupfiovy musi byt stejny jako
tenhle Uhel [PSA]... ale myslim, Ze bez GeoGebry bych na to nepfisel...

V: To znamenad uUhel PSA je konstantni a to znamen3, Ze bod P je na pfimce?

S: Ano.

V: Co bys fekl, subjektivné, Ze byla hlavni pomoc GeoGebry tady?

S: Urcité, Zze jsem védél tu pfimku, Ze feSenim je ptimka PS, to urcité. Pfedtim jsem si
myslel, Ze feSenim bude parabola nebo néjaky pllkruh.

V: A poté ses prosté snazil vyuzit vétu o obvodovém uhlu?

S: Ja jsem se ji snazil vyuzit uz predtim, ale nenapadlo mé to [ztotoZnit velikosti hld PBA
a PSA], az potom mé to napadlo s tou GeoGebrou, Ze feSenim je pfimka PS.

V: Dobry, tak jo.

Shrnuti rozhovoru: Jak uz bylo feceno, prvni netrivialni fakt objevil student uz v pfedchozi
fazi, ato za pomoci Uvahy. Druhy fakt, rovnost uhli ASP a ABP, objevil s pomoci GeoGebry.
Klicovymi faktory pro objev tohoto faktu byla 1) znalost feSeni (hledané mnoZiny) 2)
védomy zamér aplikovat vétu o obvodovych uhlech. Student tedy pouzival GeoGebru
heuristicky — sledoval zamér, o kterém doufal, Ze se vztahuje k feSeni. Byl pak schopen
dlkaz dokoncit.

Hypotézy: Student objevil prvni fakt jiz v pfedchozi fazi s pomoci tvahy, druhy fakt objevil
s pomoci GeoGebry diky heuristickému experimentu. Student problém vyresil.
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Akce ABC, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Student zjistil hledanou mnoZinu bodu a verifikoval fakt, Ze ¢tyruhelniku Ize opsat
kruznici.

Obrdzek 53

— Ddle se snazil aplikovat vétu o obvodovych uhlech, nevédél ale jak. Provadél tedy
heuristicky experiment (v rdmci UTM), pfi kterém méfil ahly a hledal, zda by je pfi
feSeni Slo vyuzit. Experiment nefadime pod nahodny, protoze sleduje konkrétni
zamér — aplikovat vétu o obvodovych dhlech.

¥
P B=4363°
5 =43.63A

Obrdzek 54
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— Nakonec s pomoci DGE zjistil, Ze uhly, které lze vyuzZit, jsou ASP a APB.

0=42.78° P A
N

=308 - -
Y "B'3OD

Obrdzek 55

e Studentka RIRI

Reseni bez poéitace (pozndmky na papire): Studentka usilovné pracovala s réiznymi naértky
situace. Nakonec hadala, Ze feSenim by mohla byt parabola nebo kruZnice. Tyto hypotézy
se vSak nijak nepokousela zdGvodnit.

1. rozhovor:

V: Vyresila jsi problém?

S: Ja si myslim, Ze ta mnozina bude parabola.

V: Parabola? Ale je to tedy domnénka?

S: Ano, je to domnénka.

V: Nevim... zajima té néjaka otdzka, kterou umis zformulovat, ale neznas na ni odpovéd?
Jedna zfejma otazka je, co je tou mnozZinou. Napada té jesté néco?

S: ..

V: Dobfre, jinak. [Tvoje] hypotéza je parabola. Jak jsi postupovala, o co ses snazila?

S: Mam vlastné vstupni, primarni polohu toho bodu [ukazuje na bod na naértkul...

V: Ano, a klouZes tim trojuhelnikem po téch pfimkach [a a b].

S: Ano, ja jsem si pohybovala bodem A a podle néj jsem si posunovala cely ten
trojuhelnik. PolozZila jsemsiA do S...

V: Aha, prosté sis nacrtla par poloh bod( toho trojuhelniku a pripada ti to jako parabola.
S: Tak, pfesné....Pak jsem si nacrtla ,thaletovku” [nad Use¢kou AB]...

V: Dobry.
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Shrnuti rozhovoru: Studentka postupovala klasicky: Na zakladé nacrtku hadala, co by
mohlo byt hledanou mnozinou. K Zadné relevantni hypotéze se ale nepropracovala, ackoli
uvazovala Thaletovu kruznici nad useckou AB. Uvazovala vSak pouze polovinu této
kruznice, tu druhou, kterd prochazi bodem S, ignorovala. Nedosla tak k ,prvnimu
netrividlnimu faktu®.

Hypotézy: zadna
Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papite): adné
2. rozhovor:

V..

S: Tak, neni to parabola, je to pfimka [Usmév].

V: Jo, je to pfimka nebo ¢ast pfimky, coz je detail. Tak, vyresila jsi problém — myslim ve
smyslu zdtvodnila?

S: No ono tady dochdzi k tomu, Ze v urcitych bodech... pokud posouvam ten trojuhelnik
[APB], tak tady dostdvam néjaky pravouhly ¢tyrahelnik...

V... myslis ¢tyruhelnik APBS?

S: APBS, presné tak, s tim, Ze PS je jeho Uhlopfi¢ka a PS je zaroven tou mnoZinou, kterou
ten bod P vytvafri. [Studentka v GeoGebre posunula ,proménny“ trojuhelnik APB tak, aby
se Ctyfuhelnik APBS stal obdélnikem.]

V: TakZe, jenom kdyZ to shrnu, co jsi v té GeoGebte délala? Pohybovala jsi tim
trojuhelnikem?

S: Ano.

V: Pfisla jsi na to, Ze feSenim je primka.

S: Ano.

V: A pfisla si jeSté na néco?

S: Pak jsem si tam délala Thaletovu kruznici...

V: Vyborné. Motivace pro kruznici byla, Ze tady [Uhel APB] je 90 stupnid, nebo ta
motivace byla ndhodna?

S: Ja jsem chtéla zjistit, jak je to se vzdalenosti a jestli mi ta kruznice protne bod S, coz se
stalo.

V: Dalo by se fict, Ze tva motivace byla, zda Ize ¢tyruhelniku APBS opsat kruznici?

S: Ano, ale ono to bylo logické.

V: A pfiSla jsi jeSté na néjakou domnénku nebo hypotézu, o které si myslis, Ze s feSenim
mUZe souviset?

S: My hleddme davod proc je to [feSeni] pfimka? A ja vibec nevim, jak by se to dalo
dokazat.

V: Dobre, takhle, zméfila jsi tento uhel — PSA?

S: Zabyvala jsem se jim.

V: A kolik teda byl?

S: Ja jsem si ho vSimla, abych si tady udélala obdélnik. [Jinymi slovy, studentka upravila
Ctyfuhelnik APBS tak, aby se stal obdélnikem. Z této konfigurace bylo zfejmé, ze APSA =
4PBA = 30 stupni(.]

V: Cili ty jsi urcila tento Ghel, PSA, ale nepamatujes si jeho hodnotu?
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S: [Studentka provadi néjaké vypocty v nacrtku.]

V: Dobre, takhle, dostala ses docela daleko. J4 ti feknu jesté jeden fakt. Za prvé, tomu
¢tyruhelniku Ize opsat kruznici, a za druhé, ten Uhel, PSA, je porad roven 30 stupndm.
Zkus se nad tim jesté jednou zamyslet.

Shrnuti rozhovoru: Studentka objevila pouze jeden netriviadlni fakt, a to, ze ¢tyrahelniku
APBS lze opsat kruZnici. Voditkem ji byla aplikace Thaletovy véty, sledovala tedy Uvahu,
opirajici se o teorii. Domnénku objevila , konstruktivni argumentaci” a software vyuZila pro
jeji verifikaci. Dal se vSak nedostala. Ackoli upravila ¢tyfihelnik APBS na obdélnik (s pomoci
modality ,wandering dragging”, tahani bez planu za ucelem priizkumu), nenapadlo ji, Ze
uhel ASP hraje vfeSeni klicovou roli. Nakonec z rozhovoru je patrné, Ze ji nenapadla
jakakoliv idea, ktera by vedla ke zdlGvodnéni, Zze feSenim je pfimka.

Hypotézy: Studentka objevila prvni netrivialni fakt za pomoci konstruktivniho experimentu.
Akce RIRI, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Studentka zjistila hledanou mnozinu bodd.

Obrdzek 56
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— Studentka sestrojila Thaletovu kruznici nad Useckou AB a zjistila, Ze prochazi
bodem S. V ramci UTM se jednd o objev faktu na zakladé konstruktivni
argumentace, software slouzil k verifikaci tvrzeni.

Obrdzek 57

— Studentka dale aplikovala modalitu ,nahodné tahani“ a zkoumala nékteré
specialni polohy trojuhelniku (jako na nasledujicim obrazku). Velikosti uhli PSB
nebo PSA ale nevzala do Uvahy a nezméfila je.

Obrdzek 58

— Provadéla ale riizné ,ndhodné experimenty” (experimenty bez zfejmého zaméru).
Napfriklad zjistila, Ze bod C (stfed kruznice opsané) se pohybuje po jisté kruznici a

163



zméfila uhel u vrcholu A. To zfejmé za Ucelem, aby védéla, kdy se z ¢tyruhelniku
APBS stane obdélnik. Uhel ASP ji ale zmétit nenapadlo.

Obrdzek 59

Reseni s pomoci souboru, v némz byla zvyraznéna dileitd fakta (pozndmky na papire):
Studentka si vyznacila hodnotu urcitych uhli v nacrtku. VSimla si, Ze nékteré z nich se méni
a jiné zUstavaji konstantni. K zdlvodnéni, pro¢ bod P leZi na pfimce, vSak nedospéla.

3. rozhovor:

V: Tak vyresila jsi ten problém néjak? Takhle, ja zacnu jinak, daly ti ta fakta, co byly

v GeoGebre, néco, co jsi nevédéla pred tim? Myslim ta fakta, ktera jsem ti prozradil, to
znamena kruznice opsana tomu ¢tyrahelniku — to jsi védéla uz pred tim [k tomu studentka
dosla v predchozi fazi] — a pak jsem ti fekl, Ze tenhle uhel [PSA] je 30 stupnd. To jsi taky
védéla uz predtim?

S: Hm. [Studentka odpovida citoslovcem, které vyjadfuje souhlasné stanovisko. Fakt, Ze
¢tyruhelniku lze opsat kruznici, byl studentce skute¢né zndm uz v predchozi fazi. Druhy
fakt, Ze plati rovnost £PSA = APBA = 30°, vSak studentka v predchozi fazi nevzala do
uvahy. Jak je patrné z predchoziho rozhovoru, studentka na pfimy dotaz, jaka je hodnota
tohoto uhlu, nebyla schopna odpovédét. Proto miZeme fici, Ze tento fakt v predchozi fazi
neobjevila.]

V: TakZe jestli to dobfe chdpu, ta fakta ti nedala nic nového, co bys nevédéla?

S: Ne. [Jak plyne z pfedchozi poznamky, tato odpovéd' neni uplné presna.]

V: Dobre, tak zkus tedy fict, jestli jsi k nécemu dosla... jestli té ted, v této fazi, napadlo
néco, co té nenapadlo v predchozi.

S: Pouzila jsem vétu o obvodovém a stfedovém uhlu.

V: To znamena co konkrétné?
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S: Tady mam stred C [Usecky] AB [Studentka v rozhovoru oznacila tento bod jako S,
protozZe vsak S je také oznaceni pro prlsecik pfimek a a b, budeme ho v prepisu
oznacovat jako C.], to je stfed i té kruznice [opsané].

V:Jo, jasné.

S: [Uhel] ACP bude mit 60 stupiil, protoZe tady je Uhel 30 stupridl. [Studentka ukazuje na
Uhel ASP.]

V: Takhle, proc¢ je tady [Uhel ASP] tficet stupnud?

S: To je obvodovy uhel.

V: Obvodovy uhel? A proc se rovna praveé tficeti a ne tfeba dvaceti stupndm?

S: Tady je 60 stupnd [Uusmév].[Studentka ukazuje na Uhel PSB. Jeji zdGvodnéni je vsak
kruhem.]

V: 60 [stupnd] je tady, za prfedpokladu, Ze tady je 30 [stupnd] a ja se ted ptam, proc je
tady 30 stupnl? Dokazala bys to néjak zdlvodnit?

S: No tak, tady to [uUhel PBA] je obvodovy?

V: Jo, tady je tficet stupndq, Cili Uhel PSA je tficet stupnd.

S: Ano, taky je roven 30°

V: TakZe vim, ze Uhel PSA je roven 30°, vyplyva z toho néco pro polohu bodu P? Kdyz
vime, Ze uhel PSA je 30°?

S: ... PSA je 30 stupnd...

V: Jinymi slovy, uhel PSA je konstantni, souhlasis?

S: Ano, takZze pouziji dalsi obvodovy uhel ...

V: Pockej, hel PSA je konstantni, vyplyva z toho néco pro polohu bodu P?

S: Tady ten Uhel [PSA] se nikdy nebude ménit ... ja to tu mam ... méni se, méni se,
konstantni... premyslela jsem nad tim [Studentka ukazuje na své zapisky, ve kterych si u
Uhll vyznacovala, zda se pohybem trojihelniku APB tyto thly méni nebo nabyvaji stale
stejné hodnoty.] ... ja mdzu ménit tento a tento uhel...

V: Tak jesté jinak: Vyplyva z toho, Ze Uhel ASP je konstantni, Zze ten bod P lezi na pfimce
nebo ne?

S: No, tak nasvédcuje to tomu [Usmév].

V: Ja ti feknu, ja v téhle Uloze mam se studenty problém, Ze oni si neuvédomi, Ze z toho,
Ze tento Uhel [PSA] je konstantni, vyplyva, Ze ten bod P musi leZet na pfimce

S: Ja jsem o tom premyslela ... tady musi byt stdle 150 stupnd, ja mzu hybat s touto
useckou...takze tohle bylo reseni?

V: Jo, presné tak. Kdyby ten bod nelezel na ptimce, tak by se tento Ghel [PSA] ménil. Kdyz
S: Jak fikam, ja jsem si tohle uvédomila jako prvni [Ze Uhel PSA je konstantni], ale nepfislo
mi to jako dostatecny duikaz. [Zde by bylo vhodnéjsi pouZit slovo argument, nebot dikaz
vedle toho, Ze dany Uhel je konstantni, by mél rovnéz vysvétlit, pro¢ je konstantni.]

V: Prosté nepodafrilo se ti interpretovat z toho, Ze tento Uhel je konstantni, Ze bod P lezi
na primce?

S: Ano.
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Shrnuti rozhovoru: Studentka problém nevyreSila ani v posledni fazi, reseni ji bylo
prozrazeno. Jejim hlavnim problémem byla logicka Uvaha, Ze z konstantnosti uhlu PSA
vyplyva, Ze body P lezi na pfimce, prochazejici bodem S. V zavéru rozhovoru sice studentka
poznamenala, Ze konstantnosti Uhlu si v§imla hned poté, co zjistila hledanou mnoZinu, a ze
tomu jenom nepfrikladala dlilezZitost, |ze ale predpokladat, Ze jeji vypovéd byla ovlivnéna jiz
odhalenym feSenim problému. Navic vrozhovoru v predchozi fazi sice studentka
poznamenala, Ze uUhel je konstantni, ale jeho hodnotu nebyla schopna urcit. Tato hodnota
je viak klicem k tomu, proc€ je dany uhel konstantni. Proto Ize vyvodit zavér, Ze studentka
tento druhy ,netrividlni fakt”“ samostatné nezjistila.

Tabulka (4. experiment, 2. Gloha), shrnuti dat:

2. (zakl) aloha

Bez GeoGebry (I. Faze)

Objevil student

Objevil
student, Ze

S Geogebrou (I1. Faze)

Objevil student

S Geogebrou (lIl. Faze)

Proé student
Jaké byly jeho problém

relevantni Vyfedil student |&tyFahelnik je rovnost GhlG  VyfFedil student |Vyfedil student problémy pfi  nevyfesil ve Il.
Student hypotézy? problém? tétivovy? PSA=PBA=30°? problém? problém? fefeni? fazi?
ANO (Student ANO (Zplsob
objevuje s objevu:
pomoci Ano (Tento fakt| heuristicky
konstruktivni student objevil | experiment -
ABC NE N ) o Ano
argumentace, v predchozi  [snaha o aplikaci
7e Etyfuhelniku fazi) véty o
|ze opsat obvodovém
kruznici) uhlu)
Pitiny byly dvé: 1)
ANO (Studentka Neuvédomila si, Ze
objevuje s ANO (Zpiisob NE (Studentka z konstantnosti
aso . o
pomoci Ano (Tento fakt b P si Uhlu PSA vyplyvd,
objevu: ) 5 30
konstruktivni studentka ) L neuvédomuje, e b?‘d P leiina
XYZ NE L. dynamicka . . Ano pfimcee, 2)
argumentace, objevila v . ie fakta, kterd Nedoka
. zména T edokazala
Ze Etyfuhelniku predchozi fazi) konstrukee) objevila, aplikovat vétu o
lze opsat problém fesi.) obvodovych
kruznici) uhlech v netypické
situaci.
Studentka
NE (Studentku i "EUdha"_IIa .
ANO (Zplisob nenapada iovou mysiank:
X L, i Ze z rovnosti
objevu: jakékoliv PSA=30° plyne, e
konstruktivni strategie, ktera body P tvoii
RIRI NE NE NE gle, Kte NE | ooey = hen
argumentace - by mohla vést pfimku. SnaZila se
DGE sloufilo k ke zd(vodnéni aplil:ov:tv'et: e
verifikaci) nalezeného O. vocovye
Y. . uhlech, ale
fedeni) neplodnym
zplsobem.

Data ke druhé otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?
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vrve

1) znalost hledané mnoZiny, 2)empiricky fakt, ktery ziskal diky ndstroji ,méreni“
(heuristicky experiment). Pak dokazal dikaz dokoncit.

Studentka XYZ dokoncila dlkaz, teprve kdyz ji bylo zdlraznéno, Ze fakta, ktera objevila,
problém fesi. Dlvody, pro¢ studentka dikaz nedokoncila samostatné, jsou dva:
1) Studentku nenapadla klicova myslenka dlkazu, totiz Ze z konstantnosti Uhlu PSA vyplyva
feSeni ulohy. 2) Studentku nenapadlo aplikovat vétu o obvodovych uhlech.

Studentka RIRI dlkaz nedokoncila ani ve tfeti fazi. Pokousela se aplikovat vétu o
obvodovych Uhlech, ale neplodnym zplGsobem. | ji unikla klicovd myslenka, Ze
z konstantnosti Uhlu PSA plyne feSeni ulohy.

Problémy studentek byly:

e Neschopnost aplikovat matematickou teorii (konkrétné vétu o obvodovych
uhlech) v netypické situaci.

e V pfipadé studentky RIRI nedostatky v logickém uvazovdani (neuvédomila si, ze
z konstantnosti Uhlu plyne dokazované tvrzeni).

Jakym zplUsobem studenti nastroje DGE vyuZivaji?

— Studentka XYZ
Studentka, vedle zjiSténi hledané mnoZziny, prozkoumavala problém bez jasného
planu: Nejdfive urcila mnozinu stfed( kruznic opsanych ¢tyfahelniku (ndhodny
experiment), poté pouzivala modalitu ,,wandering dragging”. Diky ni objevila
rovnost uhll (druhy netrividlni fakt). V rdmci UTM se jednd o objev na zdkladé
vizudlniho vnimani a dynamické zmény konstrukce.

— Studentka RIRI
Studentka zjistovala hledanou mnoZinu a poté s pomoci softwaru verifikovala svoji
hypotézu, Ze ¢tyfuhelniku lze opsat kruZnici. Dale postupovala stejné jako jeji
kolegyné: Pouzivala modalitu ,,wandering dragging” a pak ,ndhodny experiment”,
aby zjistila mnoZinu stfed(l kruZnic. Zddnd z téchto akci ji ale nevedla k objevu
druhého netrivialniho faktu (rovnost uhl).

— Student ABC
Student nejdfive zjistoval hledanou mnoZinu a verifikoval svoji hypotézu, na
kterou pfrisel v predchozi fazi. Dale méfil uhly (v ramci UTM se jednalo o
»experiment”), ale nedélal to bez planu: Sledoval zamér, zda by se néjak nedal
pouzit teorém o obvodovych uhlech. Jednalo se tedy o ,heuristicky experiment”.
Student byl nakonec Uspésny.
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6.3.3 Treti problém

Pro pfipomenuti zadani a fesSeni problému viz sekci 6.1.4.

Obrdzek 60 Reseni tietiho problému.

e Studentka XYZ

Reseni bez pocitace (pozndmky na papite): Studentka se experimentdlné pokousela
identifikovat hledanou mnozinu konstrukci nékolika bod( S. Nedosla vSak Zadné hypotéze.

1. rozhovor:

Vyzkumnik (V): Vyresila jsi problém?

Studentka (S): Nevyfresila.

V: Prisla jsi na néjaké domnénky nebo hypotézy, o kterych si myslis, Ze s feSenim souvisi?
S: Ne, nepfisla.

V: Co si tady [v nacrtku] zkousela délat?

S: Zkousela jsem si to [zkonstruovat].

V: Jo jasné, [zkonstruovat] rlizné body S...

S: Kdybych méla rysovaci potieby, tak si myslim, Ze bych na néjakou hypotézu pfisla,
jenomze ... [Usmév] ... takZe vlibec nevim.

V:Jo...

S: Tady mam néjaké stiedy [S], ale to mUZe byt cokoli. Ta pfesnost je ... [nizka]

V: dobry... Napada té néjaka otdzka, na kterou bys chtéla znat odpovéd, a na kterou ted'
odpovéd neznds? Samoziejmé, zjevnd otdzka je, co je ta mnozina, napada té jesté jina?
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S: Nedokazu si predstavit, jak to souvisi s tim trojuhelnikem, jak ta kolmost [primek z bodu
P na strany trojuhelnika] mi to jakoby méni... [Tato formulace je hodné neurcitd a znaci,
Ze studentku nenapada néjaka konkrétni otazka.]

V: Takhle... uvazujeme opsanou kruznici tomuhle trojuhelniku ... a hleddme mnozinu
stfed(l té opsané kruznice [trojuhelniku PDE] ... a ty ses je [stfedy S] pokousela ziskat
pomoci os [stran trojuhelniku PDE]... myslim?

S: Jo, vidycky jsem si udélala kolmice... Zvolila jsem si nedfive teda bod P, nasla body D a
E..

V: Jo, jasné, chdpu, a tohle jsou ty stfedy, Ze ano? [Ukazuji na nékolik zkonstruovanych
bodl S v nacrtku.]

S:Jo, jo...

V: Dobry, tak fajn.

Shrnuti rozhovoru: Studentka postupovala jako obvykle: SnazZila se experimentalné urcit
hledanou mnoZinu (sestrojila nékolik bodl S). Takova strategie je vsak obtizné
realizovatelna i s rysovacimi potfebami - pocet sestrojenych bodi by musel byt dostatec¢né
velky na to, aby bylo moiné formulovat hypotézu s vysokou mirou jistoty, navic se
studentka opirala o nacrtek od ruky. Nedosla k Zadné hypotéze.

Hypotézy: zadna.

Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papife): Studentka na papir kromé nékolika
nacrtk nenapsala nic.

2. rozhovor:

V: Vyiesila jsi problém? Myslis, Ze jsi problém vyresila?

S: Myslim si, Ze asi jo...

V:Jo?

S: Nebo ne? [Usmév] Podle mé ty stfedy té kruznice [ leZi na takové mensi kruznici, ta ma
polovi¢ni polomér nez kruznice k....

V: Vyborné. Na to jsi pfisla s GeoGebrou?

S: Na to jsem pfisla s GeoGebrou. A pak jsem si uvédomila, Ze ta kruznice k... kdyz jsem si
ten bod P posunula tak, Ze bod D splynul s bodem A, tak vlastné kruznice [ byla totozna
s kruznici k...

V: Ano...opsanou

S: [ty kruZnice] byly stejné a je vlastné vidét, ze kdyZz obvodovy Uhel PEB je 90 stupnd,
tak tady musi byt mezi PB Usecka, musi tam byt 180° [Studentka chce touto formulaci
vyjadrit, ze body P, S, B lezi v pfimce.] a v GeoGebre bylo vidét, Ze ta kruZnice [mnozZina
bodU S, kterd predstavuje reseni problému] prochazi i tim stfredem té plvodni opsané
kruznice trojuhelniku ABC. Takze kdyzZ to [bod S] lezi vidycky na té Usecce [PB], protoze
tady je vzdycky 90°.... Tak tam vidycky musi byt 180°. [Tato neohraband formulace
vyjadfuje fakt, Ze body P, S, B jsou v pfimce pro jakykoliv bod P.]

V: Takhle... dobre, takze na ten fakt, Ze reSenim je kruznice, jsi pfisla s GeoGebrou?

S: Jo.

169



V: Tak dalsi otdzka, bylo pro tebe prekvapenim, Ze kruznice opsana trojuhelniku PDE
prochazi bodem B?

S: Ne, asi...

V: Dokdzala bys zdGvodnit teoreticky, pro¢ kruznice opsana trojuhelniku PED prochazi
bodem B?

S: ...

V: Nebo zkus mi teda Fict to tvoje feseni.

S: Mné to pfislo uz predtim, nez jsem to fesila s GeoGebrou, Ze kdyZ tady ty usecky [PD a
PE] jsou na ptimky [AB a BC] kolmé, tak mi pfislo, Ze v urcity okamZzik ty kruznice mohou
splyvat...

V: Jo, dobre, vis co? Ja té ted nechdam mluvit a zkus vysvétlit, jak nejlépe umis, Ze stred té
kruznice PED, na ktery se ptame, opisuje kruznici s polovi¢nim polomérem.

S: TakZe, kdyz si tam predstavim usecku PB, tak ta je tam vzdycky, protozZe vzdycky plati,
ze PEB je 90 stupni(, ten stfedovy Uhel musi byt 180°, to znamena, Ze je to vidycky
Usecka. [Opét, tato kostrbata formulace ma za cil vyjadfit, Zze body P, S, B lezi

vidy v pfimce.]

V: Jo, chapu, uZ to chapu...

S: a tedy, kdyz je to vidycky usecka...

V: to znamena, spojnice mezi B, stftedem S a bodem P je usecka

S: Ano, ten stfed lezi na té usecce...ty Usecky prochazeji bodem B a to znamen3, Ze i ten
stfed se pohybuje [Usmév].

V: Vyuzila jsi nékde néjakou stejnolehlost?

S: Ne.

V: Ne, dobfe, a dokdazala bys zdlvodnit, pro¢ kruznice opsana trojuhelniku PED prochazi
bodem B?

S: ProtozZe vlastné ta pavodni opsana [kruZznice k] prochazi body A, B, C a ty nové body
D, E lezi na pfimkach ....

V: Jako krouzis kolem toho, ale neni to presné. Ale dobre, jesté jednou to shrnu: Pfisla jsi
na to, Ze feSenim je kruznice, pfisla jsi na to, Ze kruznice PDE prochazi bodem B, ale nijak
té to nezaujalo, jestli to dobfe chapu? Fajn, rovnéz jsi zjistila, s pomoci GeoGebry, Ze tahle
kruznice [hledanda mnoZina] ma polovi¢ni polomér nez tato [kruZznice k opsana
trojuhelniku], souhlasi to?

S: Ano.

V: A pfiSla jsi na to, Ze bod S lezi ve stfedu usecky PB?

S: Ano.

V: Dobry, fajn.

Shrnuti rozhovoru: Studentka pfisla na obé netriviadlni fakta (¢tyruhelnik PEBD tétivovy a
bod S lezi ve stfedu Usecky PB). Prvni fakt zjistila ndhodou (ndhodny experiment). Tento
fakt ji GeoGebra takfikajic vnutila a studentka ho pak brala jako samozifejmost, kterou ale
nedokazala zdivodnit. Co se tyce druhého faktu, z rozhovoru neni patrné, jak ho studentka
objevila, pouze je zfejmé, Ze ho dokazala zdlvodnit na zakladé abdukce — vychazela
z empirického predpokladu, Ze ¢tyruhelnik je tétivovy, a pouzila teorém o obvodovém a
stfedovém uhlu. Ze zaznamu obrazovky se jevi jako pravdépodobné, Ze tento fakt zjistila
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opét nahodnym experimentem, ktery ale poté dokazala podporit konkrétnimi argumenty
(zminénda abdukce). Pfimku PB, na které leZi bod S, totiZz sestrojila aZ po Sesti minutach
prace se softwarem (predtim konstruovala jiné Usecky) a poté pouzila nastroj ,vztah mezi
objekty”, aby se ujistila, Ze bod S skutecéné lezi na pfimce PB. Studentka nedokdazala podat
uspokojivé zdlvodnéni reseni.

Hypotézy: Studentka objevila obé fakta, obé s pomoci nahodného experimentu. Pouze
druhy z nich dokdzala zdGvodnit na zakladé Gvahy — abdukce.

Akce XYZ, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Studentka zkonstruovala kruZznici [ a pak pomoci pfikazu stopa nacrtla mnozinu
stfedd S:

Obrdzek 61
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V prabéhu sedmé minuty ji napadlo sestrojit usecku PB, ta prochazi bodem S.
Tento fakt studentka ovérila s pomoci funkce ,vztah mezi objekty”.

A~ ggip

Obrdzek 62

Pak jesté pfrisla na to, jak zkonstruovat hledanou kruznici pfimo. Tato kruznice totiz
prochazi tfemi body: bodem B, stfedem usecky AB (kdyZ ztotoZznime bod P
s bodem A) a, analogicky, stfedem usecky BC.

Obrdzek 63
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Reseni s pomoci souboru, v némz byla zvyraznéna diileZitd fakta (pozndmky na papire):
Studentka napsala, Ze stfed S leZi ve stfedu usecky PB, a protoZe se bod P pohybuje po
kruZnici, musi se pohybovat bod S po kruznici polovi¢ni velikosti. A¢koli studentka explicitné
nepouZila slovo ,stejnolehlost”, je zfejmé, Ze méla na mysli pravé toto, a své feSeni chtéla
predat slovné.

3. rozhovor: Rozhovor se kv(li chybné nastavenému zafizeni nenahral.

Shrnuti rozhovoru: Studentka jesté jednou prosla teorémy, které byly opakovany pred
zahdjenim vyzkumného testu, a dosla ke zdUvodnéni problému. Uvédomila si, Ze je nutné
aplikovat Thaletovu vétu a Ze Ize vyuzit stejnolehlost. Rozhovor se kvili chybé nenahral, ale
vyzkumnik si nadsledné jeho hlavni body poznamenal.

e Student ABC

Reseni bez pocitace (pozndmky na papife): Student zaznamenal hypotézu: ,Ctyiuhelniku
DBEP lze opsat kruznici a ta by mohla byt stejna jako kruznice, opsana trojuhelniku PDE*“.
Tato domnénka je spravnd, ale student si nebyl UpIné jist — napsal tuto myslenku
s otaznikem a nakonec ji preskrtl.

1. rozhovor:

V: Vyresil jsi problém?

S: Nevyresil.

V: Prisel jsi na néjaké domnénky nebo hypotézy, o kterych si myslis, Ze s feSenim
souviseji?

S: Jo, tak ja jsem se spiS dvakrat zavedl do slepych uli¢ek. Nejdfive jsem premyslel nad
tim, Ze tenhle ¢tyruhelnik PDBE ma urdité kruznici opsanou a myslel jsem si, Ze bude
urcité stejna jako kruznice, opsana trojuhelniku PDE, coZ jsem ... doslo mi, Ze je to
nesmysl. Tedy myslim, Ze je to nesmysl... jsem si tim jisty, je to nesmysl, a pak se zabyval,
Ze tyhle dva uhly, DPE a Uhel DBE, Ze jsou stejné, coz je také nesmysl.

V: Jaky uhel jsi fekl?

S: DPE a ABC, coz je to samé jako DBE ... takZze jsem se zaved| dvakrat do slepych uli¢ek a
dalsi myslenky uz jsem nevyplodil.

V: Dobry, tak jo. Zajimalo by té néco, néjaka otazka, na kterou nezndas odpovéd? Nemusi
byt Zadnd, jenom se ptam. Mas tedy hypotézu, co by mohlo byt feSenim?

S: Nemam, nemam. Podle mé kruznice, ale nemdm to vibec ni¢im podlozené.

V: Jo, jenom hadas.

S: Jo.

V: Fajn, tak jo...

Shrnuti rozhovoru: Z rozhovoru je ziejmé, Ze student objevil za pomoci konstruktivni
argumentace — soucet protéjsich uhli ¢tyrahelniku da primy dhel — prvni hypotézu (ze
¢tyruhelnik PEBD je tétivovy nebo, jinak receno, Ze kruznice opsana trojuhelniku PDE
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prochazi bodem B). Kvlli nezkusenosti tento fakt nakonec zavrhl a oznacil za nesmysl. Dale
v rozhovoru uved| fakt, ktery na zakladé pouhého vizudlniho vnimani vypadda absurdné,
totiz ze dhly DPE a DBE by mohly byt shodné. Je jasné, jak na tento ,,absurdni” fakt student
priSel: aplikaci véty o obvodovém uhlu na tétivovy ctyrahelnik, tedy konstruktivni
argumentaci. Tyto Uhly skutecné shodné jsou, ale jenom pro specifické polohy bodu P.
Z toho je patrné, Ze student prozkoumaval konstrukci s pomoci Uvahy a nikoli jen vizualnim
vnimdanim: Musel vybirat r(izné teorémy a sledovat, zda by je neslo vhodné aplikovat.

Hypotézy: zadnd. (Napadlo ho, Ze ¢tyruhelniku PEDB lze opsat kruZnici, ale nasledné to
zavrhl jako nesmysl.)

Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papife): Student napsal korektni diikaz: Fe$enim
je kruznice, ktera je obrazem kruznice k v jisté stejnolehlosti.

2. rozhovor:

V: Takze, vyresil jsi problém, a jestli ano, tak mi ho zkus popsat.

S: Myslim, Ze s tou GeoGebrou jsem ho na konec vyresil. Prvni véc, kterou bylo tfeba
zjistit, bylo, Ze ten stfed [S kruZnice, opsané trojuhelniku PDE] opisuje kruznici... zjistil
jsem, Ze stfed té kruznice opsané lezi ve stfedu Usecky PB. ProtoZe tady jsou pravé uhly,
tak vlastné ta opsana kruznice je Thaletovou kruznici trojuhelniki PEB a PDB, takze
[stfed kruZnice opsané ctyruhelniku] lezi ve stfedu [usecky PB]. Tam jsem se zasek,
protozZe jsem nevédél, jak z toho dostat tu kruznici [hledané feseni]. Zkousel jsem néjaké
uhly, to mi nepomohlo, a pak tedy [mé napadlo pfijit] s tou stejnolehlosti, Ze vlastné [bod
P ptimky] PB opisuje opsanou kruZnici a ten bod S, ktery leZi ve stfedu pfimky PB, musi
taky opisovat kruznici.

V: Vyborné, to feseni je spravné, jenom tedy kdybys tekl, co bylo tim klicovym faktorem
ze subjektivniho hlediska, pro¢ jsi to vyresil s GeoGebrou, a co ti branilo to vyresit

v pfedchozi fazi? [s papirem a tuzkou]

S: Hlavné v té predchozi fazi, ja jsem vlastné fikal, Ze ten trojuhelnik PED ma stejnou
opsanou kruznici...

V: Ty jsi fikal, Ze kruznice opsana ¢tyruhelniku PEBD...

S: je stejnd a potom jsem fekl, Ze neni, coz byla prvni chyba, kterou jsem si potom

v GeoGebre uvédomil. Tam jsem zjistil, Ze ta kruznice [opsana trojuhelniku PED] je stejnd
[jako kruZznice opsana ¢tyfuhelniku PEBD] Nemohl jsem si to pofadné predstavit, nez
jsem si to nenakreslil [do GeoGebry]. To byl hlavni zadrhel, si myslim...

V: Dalo by se tedy fict, Ze kruZnice, opsana trojuhelniku PED, prochazi bodem B, bylo pro
tebe mirnym prekvapenim?

S: Ja myslim, Ze kdybych to |épe promyslel, tak by mi to nakonec asi doslo, ale jo, dalo by
se fict, Ze to bylo mirné prekvapeni, protoze jsem presvédcil sdm sebe. Kdybych nad tim
premyslel déle, mozna by mi to doslo [bez GeoGebry], ale nezarucuju to.

V: Ten stied [S kruZznice opsané trojuhelniku PDE], kdy jsi pfiSel na to, Ze leZi ve stfedu
usecky PB?

S: AZ s GeoGebrou jsem na to pfiSel. Tam jsem mél narysovanou tu kruznici a doslo mi, Ze
je to Thaletova kruznice...
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V: To znamena, Ze spi$ nez méreni nebo vizualni vnimani to byla aplikace Thaletova
teorému? Ze ten stfed je stied Usec¢ky PB?

S: Jo, ale samoziejmé ten bod [S] jsem tam vidél taky, protoze jsem si zkontroloval

v GeoGebre [Ze leZi na pfimce PB], tak moznd mé to napadlo rychleji [diky GeoGebre].
V: Dobry, tak jo.

Shrnuti rozhovoru: Student problém vyresil, a tedy objevil obé hypotézy. Prvni z nich
(€tyruhelnik je tétivovy) objevil konstruktivni argumentaci, kterd spocivala na faktu, ze
soucet protéjSich uhll je 180°. V predchozi fazi si pravdivosti hypotézy nebyl jist, ale
GeoGebra ho ujistila, Ze pravdiva je. Druhy fakt (stfed opsané kruZnice leZi ve stfedu usecky
PB) byl objeven na zakladé vizudlniho vnimani. Student sice védél, Ze ctyruhelnik DPEB je
tétivovy, ale nevédél nebo nevzal do Uvahy, Ze jemu opsana kruZnice je Thaletova kruznice
s primérem PB. Tento fakt ziskal az na zdkladé vizualniho vnimani konstrukce a nasledné
verifikace v programu.

Hypotézy: Student objevil obé fakta. Prvni fakt objevil diky konstruktivni argumentaci,
druhy s pomoci vizualniho vnimani konstrukce.

Akce ABC, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Student zkonstruoval kruznici [ a pomoci prikazu ,,stopa“ nacrtnul mnoZzinu stfedu
S:

Obrdzek 64
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Dale student tapal (pridaval do konstrukce pfimky, které vsak s reSenim

nesouvisely). Kolem desaté minuty pfiSel na druhy netrivialni fakt: Body P, S a B
jsou vidy v pfimce.

Obrdzek 65

Tabulka (4. experiment, 3. tloha), shrnuti dat:

3. (dopl) dloha

Bez GeoGebry (. Faze)

S Geogebrou (1. Faze)

S Geogebrou (l11. Faze)

Objevil Objevil Proé student
Objevil student student, Ze  student, Ze bod Jaké byly jeho problém
relevantni  Vyfedil student | étyfuhelnik je S leZi ve stfedu Vyfedil student | VyFedil student problémy pfi  nevyfedil ve ll.
Student hypotézy? problém? tétivovy? usecky PB? problém? problém? feseni? fazi?
NE (studenta
ANO (Student )
napadla na bieyui Ano (Objev
objevuje s
zakladé J=vul i faktu s pomoci
omoci
konstruktivni P .| nahodného
konstruktivni i
ABC argumentace NE experimentu, Ano
.. argumentace, ..
spravna e ) zaloZeném na
j 7e ¢tyfuhelniku L,
hypotéza, ale vizualnim
. lze opsat L
nakonec ji Y. vnimani)
. kruznici)
mylné zavrhnul)
Ano (Nahodny
( i Y Ano (Objev .
experiment. fakt .| NE (Studentka Studentka méla
Pro studentku aktu s pomoci si problémy s aplikaci
. nahodného . : matematické
se jednalo i neuvédomuje, X
XYZ NE NE . . experimentu, | , Ano teorie
"necekane saloseném na ie fak?ra,-k‘rera (stejnolehlost,
zZjisténi, které L objevila, Thaletova
, vizudlnim S s o
ale nedokazala L problém fesi.) kruznice)
o . vnimani)
zdlvodnit)
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Data ke druhé otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?

Pro studenta ABC spocivala pomoc GeoGebry ve dvou faktorech: 1) Software byl nastroj
verifikace jeho (spravné) myslenky, Ze ctyfuhelniku lze opsat kruZnici. Zejména pro
nezku$ené studenty ma takova verifikace velky vyznam. 2) Diky precizni vizualizaci softwaru
mohl student vizualné objevit, Ze body P, S a B lezi v pfimce.

Studentka XYZ dokoncila dlikaz teprve tehdy, kdyzZ ji bylo zdUraznéno, Ze fakta, ktera
objevila, problém Fesi. Priciny jejiho neldspéchu lze hledat v neschopnosti aplikovat klicové
matematické teorémy, mozna Ize mluvit i o jejich ¢astec¢né neznalosti, a to navzdory tomu,
Ze se s nimi v prabéhu studia musela mnohokrat setkat.

Pric¢iny neuspéchu studenty XYZ:

e Neschopnost aplikovat matematickou teorii (stejnolehlost, Thaletova véta)

Jakym zpusobem studenti nastroje DGE vyuzivaji?

— Studentka XYZ
Studentka pouzila modalitu ,wandering measuring” (ndhodné méreni), v jejimz
ramci mérila nékteré uhly konstrukce. Ddle také modalitu ,,wandering dragging”
(ndhodné tahani). Diky této modalité byla schopna zkoumat nékteré specialni
pfipady konstrukce (kdyZ bod P ztotoZnila s body A a C trojuhelniku). Tak pfisla na
to, jak kruznici (hledanou mnoZinu) zkonstruovat pfimo, bez pouziti ndstroje
MnozinaBodu.

— Student ABC
Kroky, které student udélal, vétSinou souvisely s feSenim: Pomoci funkce ,stopa“
naértnul hledanou mnoZinu a po chvili sestrojil Usecku PB. Stejné jako studentka
XYZ i tento student za pomoci funkce tahani zkoumal nékteré specidlni pripady
konstrukce.

6.3.4 Ctvrty problém

Tento problém fesil pouze jeden student. Pro pfipomenuti problému viz sekci 6.1.4.
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Obrézek 66 Reseni 4. problému

e Student ABC

Reseni bez poéitace (pozndmky na papife): Student nacrtnul zadani problému a do néj
zakreslil ¢tyfuhelnik EFGH. Ze zdznamu na papife nebylo jasné, zda si byl védom, Ze je
tento Ctyruhelnik rovnobéznik. V rozhovoru, ktery bezprostfedné nasledoval, ho nezminil
vlbec. Také si zapsal tuto otdzku: ,MU0zZu néjak vyuZzit Thaletovu vétu?“ Z toho je patrné, ze
student zkoumal, zda by néktery z teorém{i, zopakovanych pred vyzkumnym testem, neslo
vyuzit. Praveé tento teorém ale k feSeni nevede.

1. rozhovor:

Vyzkumnik (V): Takze, vyresil jsi problém?

Student (S): Ne.

V: A mas néjaké domnénky nebo hypotézy, o kterych si myslis, Ze s feSenim souviseji?

S: No, hypotézy... mam takové zékladni poznatky, nad kterymi jsem pfemyslel. Rikal jsem
si, kdyZ znam stredy stran tak zkusim néjakym zplsobem vyuZit Thaletovu vétu, coz mé
zatim na nic nezavedlo.

V: Tady je problém, v tomto prikladu, Ze ten ¢tyfuhelnik je obecny...

S: Jo, Ze nemusi mit opsanou kruZznici.

V: Pravé... nemusi byt tétivovy.

S: Pravé, ja jsem si rek’, Ze prvni a druhy teorém [ze seznamu sedmi teorém, které jsme
zopakovali pfed samotnym experimentem] nemohu viibec pouzit, protoze libovolny
¢tyruhelnik tu kruznici nemusi mit. Tim pddem mi mozZna padad i ta mocnost bodu ke
kruZnici... tam nemusi byt opsana kruznice. A zatim jsem se nikam nedostal. Potom mé
napadlo vyuzit rovnobéznost, Zze GE by mohla byt rovnobézna s DA... coZ si nakonec
nejsem jisty, ale myslim si, Ze spis to nemusi byt pravda. [Skuteéné toto tvrzeni pravdivé
neni.]

V: Uvidime v GeoGeobre....

S: V trojuhelniku nebo ve ¢tverci by to pravda byla, ale to neni libovolny ¢tyfuhelnik.
Takze tak. Mozna mi v tom GeoGebra trosku pomuze.

V: Uvidime.
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Shrnuti rozhovoru:

Hypotézy: Zadna (Student vychazi z teoréma, které v tomto pripadé nelze pouzit. Zminuje
jedinou hypotézu, o které spravné pochybuje, totiz Ze pfimka DA je rovnobéina s GE).

Reseni s pomoci GeoGebry (pozndmky na papite): Student si je védom, Ze &tyfuhelnik
EFGH je rovnobéinik. Zaroven zapsal rovnost thli HSG a ESG. Jak plyne z nasledného
rozhovoru, student postupoval za pomoci abdukce: Vysel z nedokazaného predpokladu, Ze
se pfimky GE a HF puli, z toho odvodil, Ze jsou trojuhelniky HSE a FSG shodné a z toho jiz
vyplynula rovnobéznost pfimek GF a HE .

2. rozhovor:

V: TakZe problém jsi asi...

S: ...ne, nevyresil.

V: Tak, prisel jsi na néjaké domnénky a hypotézy?

S: Myslim si, Ze ty... mUzZu to nacrtnout?...Kdyz mam takhle ten obecny konvexni
¢tyruhelnik, tady mam stifedy [jejich stran], tak tyhle protilehlé [strany ¢tyrahelniku, ktery
tvofi stredy stran] budou rovnobézné.

V: To znamena... plyne z toho, Ze ty Uhlopficky toho ¢tyruhelniku se puli?

S: Uhlopfieky?

V: Chceme zdlvodnit, Ze ty spojnice téch stifedl se puli, takZe jestli to dobre chdpu, tak
pokud je tohle rovnobéznik ...

S: ... jo, tak vlastné se musi pUlit ty Uhlopficky... nemusi, ted nevim...

V: Takhle, otazka: Ty jsi pfiSel na to, Ze tohle je rovnobéznik...

S: Ale fekl jsem si to trochu jinak. Ja jsem si fekl, ze tyhle Ghly, protilehlé, jsou stejné
[#HSG = 4ESG], takze kdyZ povedeme ve stejnych vzdalenostech ty Usecky, které je
spoji [mél na mysli Usecky HG a EF], tak musi byt rovnobézné... no jo, to jsem ale
predpokladal, Ze to [dokazované tvrzeni] je pravda.

V: Jo, pfesné, ty jsi predpokladal, Ze ty uhlopricky se puli... Takhle, v GeoGebfre jsi pfiSel na
to, Ze tenhle ¢tyruhelnik [EFGH] je rovnobéinik, a ted' ja se ptam, jak jsi na to prisel? Jako
tfeba sis ty body ndhodné spojil a zjistil, na zakladé vizualniho vnimani, Ze je to
rovnobéznik? Nebo jak jsi zjistil, Ze tenhle ¢tyruhelnik je rovnobéznik?

S: Jenom na zakladé toho, co jsem fikal, pak jsem si to ovéfil tedy v GeoGebre, tou
metodou ,,vztah mezi objekty”, ale moje Gvaha byla v tom, Ze tady ty uhly jsou stejné a
tahle ¢3ast je stejna a tahle je stejna...

V: To znamena, predpokladas to, co mas dokazat...

S: Jo, pravé... nevim, jestli to je v poradku.

V: Ne, ne v poradku, ja se jenom ptam... Dosel jsi, Ze tohle je stejné jako tohle a tohle je
stejné jako tohle, tak tohle musi byt rovnobéznik [touhle komplikovanou formulaci se
vyjadiovala skutecnost, Ze trojuhelniky ESF a GSH jsou stfedové soumérné], to je jakoby
v uvozovkach tvé zdlvodnéni...

S: Dal jsem se nedostal.

V: Dobfre, a jak té napadlo spojit stfedy téch stran?

S: ProtozZe ty kruznice mé nikam nevedly.

V: Aty kruznice si zkousel proc? Snazil ses aplikovat néjakou Thaletovu vétu?
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S: Jo, urcité, tikal jsem si, Ze kdyz znam stredy, tak se pokusim vyuzit Thaletovu kruznici,
coz mé nikam nedovedlo, pak jsem si fek’, Ze kdyz se stfedy téch kruznic puli, tak vlastné
tam taky mUzZu napasovat Thaletovu kruznici, ale taky to k nicemu moc nevedlo...

V: A pak jsi to zahodil a zkusil jsi spojit...

S: a pak, jak v téch papirech byl paty teorém [studenti si béhem feSeni mohli ponechat
seznam sedmi teorémd, které jsme pred zacatkem experimentu zopakovali], tak jsem se k
tomu dopracoval. Ja jsem to mél vlastné v nacrtu, kdyz jsem to fesil bez té GeoGebry, tak
jsem si to zkusil spojovat, ale pak jsem to opustil, zamotal jsem se do téch kruznic...

V: TakZe s GeoGebrou jsi zjistil, Ze [ty strany] jsou rovnobéZiné, a dal nevis, jak to
zdUvodnit.

S: Pfesné tak.

Shrnuti rozhovoru: Z rozhovoru je patrné, Ze student dal pokracoval v neplodném pokusu
vyuzit teorémy, tykajici se kruznic (Thaletova véta, mocnost bodu ke kruznici). Pak tento
pristup opustil a zkusil néco nového: Spojil stfedy stran a vSiml si, Ze ty tvofi rovnobéznik.
Dospél tak kdruhému tvrzeni ulohy a netrividlnimu faktu. Zrozhovoru se zda
pravdépodobné, Ze student pfiSel na hypotézu s pomoci abdukce: Jeho Uvaha byla zalozena
na dokazovaném tvrzeni, z néhoz odvodil, Ze ¢tyruhelnik EFGH je rovnobéZnik. Student
rovnéz rekl, Ze ho napadlo spojit tyto stfedy uz v pfedchozi fazi, ale nakonec to opustil.
Z toho je patrna role, kterou hrala GeoGebra pfi objevu tohoto tvrzeni: Poskytla studentovi
jistotu, kterou bez ni (kvali svym nedostate¢nym zkuSenostem), nemél.

Hypotézy: Student objevil druhé tvrzeni (Ctyfuhelnik tvoreny stfedy je rovnobéznik), a to
na zakladé abdukce. Prvni tvrzeni ho nenapadlo.

Akce ABC, provedené v DGE (screenshoty obrazovky):

— Student se nejdfive snazil vyuzit teorémy, které se tykaly kruznic (Thaletova véta).
Ty ale v tomto pfipadé k nicemu nevedly.

Obrdzek 67
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Po ¢tvrt hodiné student vySe uvedenou strategii opustil a zkonstruoval usecky EF

a GH. Pomoci nastroje ,vztah mezi objekty” verifikoval jejich rovnobéznost. Kratce

nato zkonstruoval kompletni ¢tyfuhelnik EFGH. Dal se nedostal — nenapadlo ho

sestrojit usecky AC a DB.

Obrdzek 68

Reseni s pomoci souboru, v némz byla zvyraznéna dileitd fakta (pozndmky na papire):
Student napsal korektni zdGvodnéni, proc jsou pfimky AC, HG a EF rovnobéziné. To spolu
s faktem, ktery byl zminén v ptedchozi fazi (Uhlopfi¢ky rovnobézniku se puli), vedlo k feseni

problému.

3. rozhovor: Rozhovor se z ¢asovych divodu nenahraval.

Shrnuti rozhovoru: Z velmi kratkého rozhovoru bylo jasné, Ze student znal kompletni fresSeni

problému.

Tabulka (4. experiment, 4. Gloha), shrnuti dat:

4. (dopl) dloha Bez GeoGebry (. Faze) S Geogebrou (I1. Faze) S Geogebrou (l11. Faze)
Objevil Objevil
student, Ze student, Ze
pfimka AC je étyiahelnik Proé€ student
Objevil student rovnobéinas tvofeny stfedy Jaké byly jeho problém
relevantni  Vyfesil student | pfimkami EF a stran je Vyfteiil student | Vyfesil student problémy pfi  nevyresil ve ll.
Student hypotézy? problém? GH? rovnobéinik? problém? problém? feseni? fazi?
Studenta
NE (studenta ANO (Student
B . L. nenapadla
pravdépodobné objevuje s .
, kli¢ova
napadla pomoci . .
A L, myslenka, Ze k
ABC spravna NE NE konstrulktivni NE Ano ik
ukazu
domnénka, ale argumentace, o .
- PR - rovnobéinosti
nakonec ji ie ¢tyfuhelnik je ) ) o
e je nutné vyuZit
zavrhnul) rovnobéinikem)

pfimku AC.
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Data ke druhé otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dliikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?

Student ABC za pomoci abdukce objevil, Ze ctyfahelnik, tvofeny stfedy stran, je
rovnobézZnik. Nebyl vSak schopen tento fakt zdlvodnit, neodhalil, Ze klicovou myslenkou
dlikazu je vyuZit uhlopficek pivodniho ¢tyfuhelniku.

PFiciny neuspéchu studenta ABC

e Neobjevil klicovou myslenku dlikazu.

Jakym zplsobem studenti nastroje DGE vyuZivaji?

— Student ABC
Student zpocddtku prozkoumaval konstrukci ndhodné: Bez planu méfil dhly a
pohyboval objekty konstrukce. Dale se snazil vyuzit teorémy, které se tykaji
kruznic, zejména Thaletovu vétu. Konstruoval rlizné kruznice s nadéji, Ze néco
objevi. Lze fici, Ze jeho jednani bylo motivovano heuristickym zdmérem, ktery vsak
— bohuZel — s feSenim nesouvisel. Po abduktivnim objevu druhého tvrzeni pfidaval
do konstrukce rizné primky se zfejmou snahou zdlvodnit rovnobéznost usecek.
Zkonstruovat tu spravnou ptrimku (AC) ho nenapadlo.

6.3.5 Shrnuti dat ¢tvrtého experimentu

V této ¢asti uvedeme souhrnné fakta, kterd byla ziskdna v prlibéhu ¢tvrtého experimentu.
Data k prvni vyzkumné otazce

l.a.  Napomadha poutziti softwaru DGE k objevu relevantnich faktu, vztahujicich se
k FeSeni problému, ve srovnani s prostredim papir - tuzka?

Bylo zkoumano 9 nezavislych pfipadu:

e Bez GeoGebry byl schopen student zformulovat spravnou (netrivialni) hypotézu ve
3 z 9 pfipada.

e S GeoGebrou byl schopen student zformulovat sprdvnou hypotézu v 6 z 9 ptipada.

e V kumulativnim hodnoceni, bez GeoGebry, byly objeveny 4 hypotézy z 18
moznych. S podporou softwaru pak bylo objevenou 8 hypotéz z 18 moznych.

l.a.  Napomaha poufziti softwaru DGE k nalézani deduktivniho zdlivodnéni reseni ve
srovnani s prostiedim papir - tuzka?
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Ziskana data:

e Bez GeoGebry 0/9
e S GeoGebrou 3/9 (pripady ABC 1. uloha, ABC 2. uloha, ABC 3. tloha.)

Data ke druhé otazce

I Jaké jsou priciny selhani studentt pfi hledani dlikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pfipadech dostatecna?

Stejné jako v pfipadé prvnich tfi experimentd, rozdélime studenty do kategorii, podle toho,
ve které fazi problém vyresili.

V pfipadé tohoto experimentu vSak chybéla 4. faze, protozZe studenti u sebe od zacatku
méli seznam relevantnich teorému, do kterého mohli nahlizet. Aby byla zachovana urcita
jednotnost ve vyhodnoceni dat, drzime se ndsledujici konvence: Pokud student zjistil
vSechna fakta ve druhé fazi, ale reSeni dosahl az ve fazi treti, byl zarazen do Ctvrté
kategorie (tedy kategorie, kterd v predchozich experimentech odpovidala pripadu, kdy
subjektu byly prozrazeny jak relevantni fakta, tak teorémy). Pokud student neobjevil
vSechny relevantni teorémy, ale po jejich prozrazeni byl schopen dikaz dokoncit, byl
zarazen do treti kategorie. Pokud problém nevyftesil, byl zarazen — stejné jako

v pfedchozich ptipadech — do paté kategorie.

Ziskana data:

Kategorie Studenti Pocet pfipad(, v | Pocet pfipadl, | Pocet pfipadd,
nichz byly kdy byla kdy nebyla
otzjeveny objevena jedna | objevena zadna
vsechny domnénka. domnénka.

domnénky.
Kategorie 2 3 (3xABC) 3 - -
Kategorie 3 3 (ABC, XYZ, - 1 2
RIRI)
Kategorie 4 2 (2xXYZ) 2 - -
Kategorie 5 1 (RIRI) = 1 -

NiZze uvadime potize kazdého studenta/studentky v souvislosti s feSenymi problémy.

Studentka XYZ

1. problém:

— Studentka neobjevila klicovou myslenku dlkazu (nenapadlo ji, Ze feSeni mize
souviset s uhly).

— Méla Spatny cit pro vybér teorému. SnaZila se aplikovat mocnost bodu ke kruznici,
ta se vSak v této situaci nedala poutZit.
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— Studentka méla obtiZe s vytvorenim logického retézce, vychazejici od predpokladi
k zavéru (zahrnula do predpoklad(i néco, co nebylo dokazano).

2. problém: Neschopnost aplikovat matematickou teorii (vétu o obvodovych uhlech).

3. problém: Neschopnost aplikovat matematickou teorii (Thaletovu vétu a stejnolehlost).

Student ABC

1. problém: Student problém nakonec vyresil, ale mél problémy s tvorbou deduktivniho
fetézce.

2. problém: Student problém vyfresil.
3. problém: Student problém vyfresil.

4. problém: Studenta nenapadla klicova myslenka, jak zdlvodnit rovnobéznost pfimek EF
a GH (totiz konstrukce pfimky AC).

Studentka RIRI
1. problém:

— Studentka neobijevila klicovou myslenku dlikazu (nenapadlo ji, Ze feSeni mlize
souviset s uhly).

— Meéla Spatny cit pro vybér teorém. SnaZila se aplikovat mocnost bodu ke kruznici,
ta se v3ak v této situaci nedala pouzit.

— ObtizZe s vytvorenim logického retézce.

2. problém:

— Neschopnost aplikovat matematickou teorii (vétu o obvodovych uhlech)
v netypické situaci.

— Logické nedostatky (studentka si neuvédomila, Ze z konstantnosti Uhlu PSA plyne,
Ze feSenim je primka).

Data ke treti otazce:

lll.Lb.  Jaka je Cetnost vyskytu jednotlivych zplsob( objevovani? Konkrétné, jak vyrazné se
na objevu hypotézy podili fesitelovy znalosti a logika?

Pocet konstruktivné Pocet nahodné objevenych Pocet relevantnich fakt,
objevenych fakt fakt ktera studenti neobjevili
8 4 6
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lll.c.  Existuje souvislost mezi zplisobem objevu relevantnich fakt( a Uspésnosti pfi
feSeni problému?

Pocty pripadi Pocet konstruktivné Pocet nahodné Pocet relevantnich
(vyresili / nevyresili) objevenych fakt objevenych fakt fakt, ktera studenti
neobjevili
3 5 1 0
6 3 3 6

6.4 Shrnuti a interpretace dat vzhledem k vyzkumnym otazkam

V této sekci shrneme a interpretujeme data, ktera jsme ziskali v rdmci jednotlivych
experiment(.

Zabyvali jsme se otazkou, jak vyraznad je pomoc softwaru pfi hledani zdGvodnéni
matematického problému (prvni vyzkumna otazka). Dale jsme se ptali, jaké jsou problémy
studentl pfi hledani feSeni (druhd vyzkumnd otdzka), jak lze charakterizovat Uspésné
studenty a jakym zpUsobem studenti objevuji relevantni fakta, ktera s reSenim souviseji
(treti vyzkumna otdzka). K vyzkumu byli zvoleni studenti ucitelstvi na pedagogické fakulté
ve druhém az ¢tvrtém roce studia.

Pti prezentaci vyzkumu budeme postupovat podle poradi jednotlivych vyzkumnych otazek.
Nejdrive uvedeme otazku a pak odpovéd, zformulovanou na zakladé interpretace ziskanych
dat. Odpovéd na treti otazku rozsifime o néco vice, nez bylo plvodnim zdmérem. Budeme
se zabyvat i tim, jakym zplUsobem studenti software nastroje DGE vyuZivaji, a okrajové se
dotkneme toho, zda existuji rizné kategorie relevantnich faktl (hypotéz souvisejicich
s feSenim), které se lisi svoji pristupnosti — tzn. predpokladanym zplsobem objevu daného
faktu subjektem.

l.La.  Napomaha pouiiti softwaru DGE k objevu relevantnich faktu, vztahujicich se
k feSeni problému, ve srovnani s prostiedim papir - tuzka?

Ziskana data:

l.a.  Pocet pripadu, kdy student byl schopen zformulovat relevantni hypotézu bez
softwaru: 4/31
Celkem objeveno domnének: 5/62

Pocet pripad(, kdy student byl schopen zformulovat relevantni hypotézu s DGE:
18/31
Celkem objeveno domnének: 28/62
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Pokud vysledky shrneme slovné: Z 31 pripadd (zdmérné nerikdme student(, protoze
néktefi jsou v tomto poctu zahrnuti vice nez jednou, viz sekci 6.1.3) pouze ve 4 z nich byli
studenti schopni nalézt netrividlni experimentdlni fakt bez softwarovych nastrojd. Jde o
necelych 13 % pfipadu.

Z celkového poctu 62 domnének, které souvisely s feSenim, bylo bez softwaru objeveno
pouze 5, tedy 8 %.

Pokud studenti pouzivali software, objevili netrividlni domnénku v 58 % pfipadech, coz
predstavuje vyrazny nar(st.

Z celkového poctu 62 domnének, které souvisely s feSenim, jich bylo objeveno s podporou
softwaru 28, tedy 45 %.

Lze tedy podloZené pfijmout hypotézu, Zze ndstroje softwaru vyznamné usnadniuji formulaci
relevantnich hypotéz — a to nejenom téch trividlnich, které jsme ze svého zkoumani predem
vyloucili, ale téch netrividlnich, o jejichZ relevanci musel rozhodnout sam resitel. Otazkou,

proc¢ tomu tak je, se zabyvdme v ramci druhé otazky.

I.Lb. Napomaha pouziti softwaru DGE k nalézani deduktivniho zdlivodnéni feseni ve
srovnani s prostfedim papir - tuzka?

Ziskana data:

l.Lb.  Pocet spravnych feseni bez pomoci pocitace: 0/31
Pocet spravnych reseni s pomoci GeoGebry: 9/31

Z dat vyplyva, Ze pomoc GeoGebry byla vyznamnd, presto ale ve vétsiné pripadi nebyla

dostatecné velka.

Il Jaké jsou pFiciny selhani studentt pfi hledani diikazu, pro¢ pomoc softwaru neni
v nékterych pripadech dostatecna?

Celkem ve 22 pfipadech z 31 studenti problém nevyfesili. V ramci prvniho experimentu
jsme pficiny nelspéchu studentl nezkoumali, ale vramci dalSich experimentl jsme
studentlim poskytli odstupriovanou pomoc. Na tomto zdkladé se pokusime vymezit
problémy, které studenti s dlikazy méli.

V experimentech, které byly odstupriované, bylo zkoumano celkem 21 pfripadd, z toho
v patndcti z nich byl student neldspésny. Souhrnna data vypadaji nasledovné:
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Kategorie Pocet pfipadl Poclet pfipad(, | Pocet pfipadd, | Polet studentd,
v nichz byly kdy byla ktefi neobjevili
objeveny objevena jedna Zadnou
vsechny domnénka. domnénku.
domnénky.
Kategorie 2 6 (29%) 6 - -
Kategorie 3 6 (29%) - 2 4
Kategorie 4 4 (19%) 2 - 2
Kategorie 5 5 (24%) - 3 2

Souhrnné pocty pripadii v zavislosti na tom, v jaké fazi student dokoncil feseni problému.

K tomu, aby subjekt vytesil problém s podporou DGE, jsou nutné dva faktory:

I.  Subjekt musi objevit relevantni fakta, vztahujici se k feseni.
II.  Subjekt musi byt schopen spojit tato fakta do logického retézce.

Studenti, ktefi byli zafazeni do 2. kategorie, byli schopni obojiho. Studenti, zafazeni do 3.
kategorie, méli problém s nalezenim relevantnich faktt, ale nikoli stvorbou logického
fetézce. VétSina studentd, zafazenych do 4. a 5. kategorie, méla problém s nalezenim
relevantnich fakt( a vSichni tito studenti nebyli schopni tato fakta vyuZit pti tvorbé
deduktivniho fetézce. Studentim, ktefi byli zafazeni do 4. kategorie, stacilo prozradit nutné
teorémy, studenti 5. kategorie problém nevyfeSili ani stouto ndpovédou. Problémy
student(l v jednotlivych kategoriich podrobné rozebereme.

| Pfipady, kdy student vyresil problém ve 3. kategorii, mély spolecny jmenovatel:
Studenti neodhalili vsechna netrividlni fakta, kterd se vztahovala k reseni. Jak plyne
z dat uvedenych vysSe, z celkového poctu studentll, ktefi problém samostatné
nevyresili, ¢tyficeti procentlm stacilo, kdyz jim tato fakta byla sdélena.
Vznika otazka, proc studenti tato fakta sami neodhalili. V experimentech byly v této
souvislosti vypozorovany dva jevy:

1.

Spatny odhad pro vybér teorémi. To bylo pozorovano zejména v 1. tloze
¢tvrtého experimentu: Studentky RIRI a XYZ se snazily aplikovat mocnost
bodu ke kruznici, ktera ale s feSenim nesouvisela. V rdmci 2. experimentu
stejnou chybu udélaly studentky MAT a KOK. Ve Ctvrtém experimentu se
student ABC pfi feSeni 4. ulohy dlouho pokousel aplikovat Thaletovu vétu,
tu vSak v tomto pripadé efektivné pouzit neslo. Tento student dokazal tuto
nikam nevedouci ideu nakonec sam opustit.

Neodhaleni klicové myslenky, jak dikaz provést. Student ABC sledoval
v pfipadé 4. ulohy zcela spravnou strategii (zddvodnéni rovnobéZnosti
usecek), ale nedokazal ji dovést az do konce, protoZe nedostal ten spravny
napad (zkonstruovat pfimku AC). V pfipadé 2. ulohy bylo takovou klicovou
myslenkou zjisténi, Ze uhel PSA nabyva stdle stejné hodnoty. Tento fakt
nebyl schopen nalézt student XY v rdmci 3. experimentu, a teprve po jeho
prozrazeni byl schopen dlikaz dokoncit.
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Ve vsech téchto pripadech vsak stacilo, pokud studentiim byla relevantni fakta
prozrazena. Pak si byli schopni vybavit klicovou matematickou teorii a dikaz
zkonstruovat.

Pro studenty ve Ctvrté kategorii nebyla samotnd fakta dostatecna k tomu, aby si
vybavili klicovou matematickou teorii a dikaz dokondili. Teorie jim musela byt
prozrazena. Z naseho vzorku se to tykalo 4 studentd, tj. 27 % z poctu student(, ktefi
problém nedokazali vyresit samostatné.

Tito studenti znali potfebnou teorii a — jelikoz dikaz dokoncili — byli schopni vytvorit
deduktivni Fetézec. Samotnd fakta v téchto pripadech nestacila k vytvoreni asociace
s klicovou teorii. Dlvody byly:

3. Nezkusenost s aplikaci teorému v matematicky béZnych situacich. Studentka
XYZ v ptipadé 3. ulohy objevila vSsechna fakta, presto byla schopna d(ikaz
dokoncit teprve s pomoci. Hlavni pfi¢inou byla jeji nezkusenost s aplikaci
stejnolehlosti.

4. Neschopnost aplikovat teorém v nestandardni situaci. Nékdy je konkrétni

pouziti matematickych teorém( mechanické, subjekt si vystaci s prostou
zkusSenosti. V netypické situaci je ale nutny vlastni ndpad. To je zejména
pfipad 2. ulohy, vyZzadujici aplikaci véty o obvodovém uhlu. Tato véta sice
patti mezi zakladni geometrické teorémy, ale zde ji bylo tfeba pouzit ve zcela
netypické situaci, nebot samotna kruznice, k niz se véta vztahovala, byla v
»pohybu”. To byl zejména problém u studentek XYZ (4. experiment) a ANO
(3. experiment) pfi feseni 2. ulohy.

5. Nedostatky v logickém uvaZovani. Uvédomeéni si logickych dasledk( danych
faktl vyznamné usnadnuje aplikaci teorie. KdyZ si napf. student pfi feseni 2.
ulohy uvédomi, Ze z konstantnosti Uhlu PSA plyne feseni, mlze se zamérit
na konkrétni cil — pro¢ je dany uhel konstantni. Pokud si tuto myslenku
neuvédomi, jeho moznosti se feSeni vyznamné redukuji. Studentka ANO
uvedla, Ze si neuvédomila, Ze z konstantnosti Uhlu PSA plyne feSeni druhého
problému.

Vsechny tyto pripady byly charakteristické tim, Ze samotnd fakta nevedla k tomu,
aby si studenti vybavili potfebnou matematickou teorii, pfestoZe ti byli schopni
vytvorit deduktivni dikaz.

Studenti v paté kategorii problém nevyresili ani s maximalni moZnou napovédou.
Z naseho vzorku se to tykalo 5 student( (33 procent).

Priciny jejich nedspéchu bylo mozno rozdélit do dvou faktor(:
6. Neschopnost vytvorit deduktivni fetézec. K schopnosti vytvofit matematicky

dlkaz je nutné mit rozvinuté logické uvazovani a také jistou praxi. Pokud se
studentu nedostava ani jednoho, neni schopen diikaz dokondit, i kdyZ jsou
mu zndmy potrebné matematické teorémy a fakta, vztahujici se k reseni.
V experimentu byl tento jev pozorovan nékolikrdt — v prvnich trech
experimentech u student( DI4, BFL (2. experiment) a KK (3. experiment).
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V pripadé c¢tvrtého experimentu bylo ve vétsiné pripadl pozorovano, ze
student dokoncil dlikaz teprve po upozornéni a napovédé vyzkumnika
v rozhovoru. Castym jevem bylo, Ze subjekt zahrnoval do pfedpokladd néco,
co mélo byt teprve dokdzano.

7. Nedostatky v logickém uvaZovdni. Tento jev se jiz vyskytuje v predchozi
kategorii studentd. Vtomto ptipadé vsak byla neschopnost logicky
interpretovat ziskana fakta tak velka, Ze student problém nevytesil, ani kdyz
mu byla prozrazena jak fakta, tak teorémy, vztahuijici se k feseni. V rdmci 3.
experimentu se tento pripad vyskytl u studenta M, ve ¢tvrtém experimentu
pak u studentky RIRI. Obéma nedoslo, Ze z konstantnosti uhlu PSA plyne, Ze
hledand mnozina lezi na pfimce.

Tito studenti nebyli schopni dukaz dokoncit ani se znalosti relevantnich fakti a
s explicitnim zddraznénim relevantnich teorém. Jejich problémy byly hlubsi povahy
a GeoGebra jim nemohla nijak pomoci.

lllLb.  Jaka je cetnost vyskytu jednotlivych zplisobl objevovani? Konkrétné, jak vyrazné

rv_ v

se na objevu hypotézy podili feSitelovy znalosti a logika?

Data ziskana k hypotéze:

Konstruktivné objevend Pocet nahodné objevenych Pocet relevantnich fakt,
fakta fakt ktera studenti neobjevili
21 (34 %) 12 (19 %) 29 (48 %)

V souhrnu vSech zkoumanych pfipad( byla objevena zhruba polovina relevantnich hypotéz.
Z tohoto poctu byla vétsina (65 %) objevena s pomoci logické (konstruktivni) argumentace.
Zbytek byl objeven spomoci nastroji softwaru a vizudlniho vnimani, ale bez
konstruktivniho zaméru studenta. Proto mizeme konstatovat:

I s podporou softwaru se student pfi objevovadni hypotéz musi spoléhat na logickou uvahu a
teoretické znalosti. Pouze mensi ¢dst hypotéz je moZné objevit jen s pomoci ndstroji
softwaru, jejichZ pouZiti neni vedeno konkrétnim zamérem, ale je dano pouze ndhodou a
vizudlnim vnimanim.

Konstruktivni objev faktu znamend, Ze jeho objevu pfedchdzi argumentace, opirajici se o
logické uvaZovani a predchozi znalosti studenta. Proto i s pouZitim softwaru je ve vétsiné

pfipadu nutné hledany fakt predjimat, nelze se spoléhat pouze na naghodu a mechanické

prozkoumdvani. Pfipadd, kdy student objevi relevantni fakt zcela nadhodné, je mensina.
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lll.c.  Existuje souvislost mezi zplisobem objevu relevantnich faktl a Uspésnosti pri
feseni problému?

Ziskana data:

Pocty studentu Pocet konstruktivné Pocet nahodné Pocet relevantnich
(vyresili / nevyresili) objevenych fakt objevenych fakt fakt, kterd studenti
neobjevili
9 15 (83 %) 3(17 %) 0
22 6 (14 %) 9 (20 %) 29 (67%)

Jak z dat vyplyvd, studenti, ktefi problém vyresili samostatné, vétSinu faktd objevili
konstruktivné, tedy s pomoci Uvahy nebo s pomoci nastroji softwaru, jejichz pouZitim
sledovali konkrétni zdmér. Studenti, ktefi problém nevyresili, ve velké vétsiné nepfisli na
vSechna fakta, souvisejici s feSenim. Pokud na néktera fakta pfisli, stalo se tak vétSinou bez
podplirné argumentace, tzn., pouZivali software bez védomého zaméru a problém
prozkoumavali jen vizualné a nahodné.

Na zdkladé ziskanych dat muZeme formulovat obecny zdavér: Studenti, kteri problém
nakonec vyresi, pouZivaji v prizkumu problému v ramci softwaru i logiku a matematické
znalosti. Studenti, ktefi problém nevyresi, pouZivaji ndstroje softwaru vétsinou bez planu a
ndhodné nebo sleduji zamér, ktery neni vzhledem k fesSeni problému relevantni. Takové
prozkoumdvdni je znacné neefektivni a tak tito studenti na vétsinu faktd, vztahujicich se
k feseni, neprijdou.

Na ziskana data jsme aplikovali zatim jedno kritérium, totiz zda problém byl nebo nebyl
vyresSen. Nabizi se i jiné déleni, spocivajici v roztfidéni dat podle toho, jakého faktu se tykaji.
Pro tento ucel je mozné fakta fadit do rdznych kategorii. Naptiklad kategorie ,konstrukce
nového objektu“ by oznacovala pfripady, kdy je objev domnénky svazan s novym
geometrickym objektem, ktery nebyl zminén v zaddani. Kategorie ,méreni” by oznacovala
pripady, kdy je objev faktu svazan s délkami Usecek nebo velikostmi uhll. Kategorie ,,vztah
mezi objekty” by oznacovala pripady, kdy subjekt musi mezi danymi objekty objevit néjakou
souvislost, napriklad Ze tfi body lezi v pfimce.

My timto zplUsobem postupovat nebudeme, nebot za prvé je obtizné tyto kategorie
uzpusobit tak, aby byly disjunktni, a za druhé neni jednoduché vytvofit kritéria, na jejichz
zakladé by se vytvofilo déleni s ohledem na cile, které sledujeme, totiz jakym zplisobem lze
dany fakt objevit.

Zde proto vytvofime zjednodusené déleni: Obé fakta v prvni Uloze (dva uhly konstrukce
jsou pravé) budeme chdpat jako rovnocennd. Uvadéna data se budou tykat pouze téchto
faktd. U druhé ulohy obé fakta, uz za rovnocenna povazovat nemuzeme: Jeden z nich se
tykad uhli (dhel PSA je konstantni), druhy se tykd pridani nového objektu (Ctyruhelniku
APBS lze opsat kruznici). Proto data k témto faktiim uvedeme zvlast.
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Souhrnna data, vztahujici se k prvni tloze:

Pocet konstruktivné Pocet ndhodné objevenych Pocet relevantnich fakt,
objevenych fakt fakt ktera studenti neobjevili
10 2 16

Data, vztahujici se k prvnimu faktu druhé dlohy (¢tyfuhelniku APBS lze opsat kruznici):

Pocet konstruktivné Pocet ndhodné objevenych Pocet relevantnich fakt,
objevenych fakta fakt ktera studenti neobjevili
8 0 6

Data, vztahujici se k druhému faktu druhé ulohy (rovnost APSA = 4PBA = 30°):

Konstruktivné objevend

Ndhodné objevend fakta

Pocet relevantnich faktd,

fakta které studenti neobjevili
1 7 6

Jak tato data ukazuji, fakta byla ve vSech pripadech (ne)objevena zhruba v poloviné
pripadl. Ale zplGsob objevu posledniho faktu se vyrazné lisi od prfedchozich dvou pfipadd —
byl objeven s pomoci nastroji softwaru bez podplrné argumentace, tedy nahodné, kdezto
predchozi fakta byla vétSinou objevena s pomoci védomého zaméru nebo znalosti
studenta. V prostfedi softwaru panuji rozdily mezi rdznymi fakty, spocivajici v nejcastéjsich
zpusobech jejich objevu. Néktera fakta jsou méné pristupnd vizudlnimu vnimani a lze je
proto mozZné objevit predevsim diky argumentaci a teoretickym znalostem. Fakta
vizudlnimu vnimdni dobre pristupnd Ize snadno objevit s pomoci ndstroji softwaru

ndhodné.

V literature, zabyvajici se problematikou DGE, se objevuje nazor, Ze nejvétsi vyzvu pro
studenty v pribéhu reseni problému predstavuje konstrukce novych objektd, které nebyly
zminéné vzadani (bod, kruznice atd.). Napfiklad (Holzl, 2001) zddraznuje, Ze je
nepravdépodobné, Ze pouze s pomoci funkce tahani je moiné objevit vSechna fakta,
vztahujici se k feSeni. Nas vyzkum tento poznatek potvrzuje a také rozsifuje. Pridani
kruznice do konstrukce v pfipadé druhé ulohy bylo u vSech studentl vysledkem
argumentace a teoretickych znalosti, ani jednou nebyl tento fakt objeven ndhodné. Fakta
prvni Ulohy vSak také byla ve vétsiné pripadl pfistupnd studentlim, ktefi nalezli vhodnou
teoretickou argumentaci. Nejen pridani novych objektli do konstrukce, ale i méreni uhld
mUZe spadat do kategorie, ktera je pristupna pouze tém studentlm, ktefi jsou v pribéhu
feSeni schopni vyuzit své znalosti a logickou Uvahu. Naopak posledni fakt byl objeven
zejména diky vizualnimu vnimani dynamické zmény konstrukce.

Zodpovédéli jsme treti otazku. V pribéhu posledniho (¢tvrtého) experimentu jsme vsak
mohli sledovat postup studentll mnohem detailnéji, nez tomu bylo pfi predchozich sbér(
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dat. Na zakladé dat, ziskanych z tohoto experimentu, se proto pokusime zodpovédét jesté
jednu otazku, ktera s treti otazkou tésné souvisi:

lll.d. Jakym zpiisobem studenti ndstroje DGE vyuZivaji a v ¢em spocivd jeho pomoc?

Zacnéme druhou ¢asti této otdzky: V ¢em predevsim spocivd pomoc softwaru u Uspésnych
studentud?

U prvni dlohy spocivala ve dvou faktorech:

e Ziskani hledané mnoziny. To fungovalo jako ,,spoustéci mechanismus” pro vybaveni
si matematické teorie (Thaletovy véty).

e Pomoc softwaru spocivala i ve verifikaci domnénky. Zejména v ptipadé studenta
ABC je vidét, Ze si svoji myslenkou nebyl jist a potfeboval ujisténi, zZe je spravna.

U druhé ulohy se role softwaru neomezovala jenom na verifikaci.

e Vpfipadé druhé ulohy byla pomoc softwaru jesté vyznamnéjsi. V prevazujicim
poctu pripadd studenti diky softwaru ziskali fakt (£PSA = 30°), o jehoz dllezZitosti
neméli pfedtim Zadné ponéti, proto jej nepredjimali. Pro tento jev se nabizi dvé
vysvétleni: 1) Fakt byl pfistupny vizudlnimu vnimani (stadilo vhodné posunout
proménlivy trojuhelnik APB). 2) Tento fakt se anticipuje mnohem sndze, pokud je
zndmo, Ze hledanou mnoZinou je pfimka, prochazejici bodem S. Pokud to
studentovi zndmo neni, je obtizné na tuto hypotézu pfijit.

V objevu tohoto faktu tedy sehrdly roli dva faktory: Znalost fesSeni a pristupnost
objevu hypotézy nastrojem tahani objektu.

To samé lze fFici v pripadé treti ulohy. Pokud vSe shrneme, pomoc softwaru spocivala
v téchto bodech:

1) Ziskani hledané mnoZiny. To fungovalo jako spoustéci mechanismus pro vybaveni si

potfebné teorie a podnitilo vyhledavani dalSich hypotéz. Jev byl pozorovan u zakladnich
uloh ve vSech provedenych experimentech, zejména u prvni Ulohy.

2) Ovéreni hypotéz, formulovanych na zdkladé konstruktivni argumentace. Software dodal

studentlim jistotu a tak kompenzoval jejich nezkusenost. Tento jev byl pozorovan v rdmci
4. experimentu:

e U studenta ABC v prvni Uloze, kdy si nebyl jisty, zda je jeho aplikace Thaletovy véty
korektni. S podporou softwaru tuto jistotu ziskal. Ve treti Uloze student nejisté
formuloval hypotézu, Ze ctyfuhelnik PDBE je tétivovy, ale hned ji zavrhnul.
Software mu opét poskytl jistotu. Ve ¢tvrté Uloze (kterou ale nevyresil) se mizZzeme
domnivat, Ze student ve fazi bez podpory softwaru byl schopen formulovat fakt, ze
¢tyruhelnik EFGH je rovnobéznik, ale touto hypotézou si nebyl jisty a nakonec ji
zavrhnul.

e U studentky RIRI v pfipadé druhé ulohy: Védéla, Zze bod P lezi na Thaletové kruznici
s praimérem AB, ale nebyla si jista, zda na ni leZi i bod S, nebot ten byl ve druhé
poloroviné. Software ji ujistil, Ze tomu tak je.
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Dodejme, Ze praveé v disledku nezkusenosti studentl se spiS neZ o objev faktl na zakladé
konstruktivni argumentace jednalo o konstruktivni experimenty v rdmci softwaru. Detailné
je celd problematika uvedena v rdmci UTM v sekci 5.3.

3) Objeveni novych faktu, vétsinou na zakladé vizudlniho vnimani a dynamické zmény

konstrukce.

Vizualni vnimani bylo hlavnim zdrojem formulace novych hypotéz, ale nebylo tomu tak
vidy. Opét zminme pfiklady ze 4. experimentu:

e Student ABC objevil rovnost uhld (3PSA = APBA = 30°) nikoli na zakladé
vizualniho vnimani, ale heuristického zaméru, spocivajiciho ve snaze aplikovat vétu
o obvodovych Uhlech. Na zjisténi tohoto faktu se tak podilela znalost hledané
mnoziny (¢ast prfimky) a védomy zamér resitele, vizudlni vnimani bylo aZ sekundarni.
V pripadé treti ulohy vsak studentlv objev faktu (kruznice opsana ctyruhelniku
PDBE je zaroven Thaletovou kruZnici nad useckou PB) spocival na vizudlnim
vnimani dynamické konstrukce.

e Studentka XYZ objevila rovnost Uhli ve druhé uloze na zakladé vizualniho vnimani
proménné konstrukce. Ve treti Uloze rovnéZ objevila obé fakta (Etyruhelniku Ize
opsat kruznici a body P, S a B lezi v pfimce) na zakladé vizudlniho vnimani.

Pfejdeme k prvni ¢asti vySe uvedené otazky lll.d: Jakym zplsobem studenti nastroje DGE
vyuzivaji.

Jak jsme uvedli vsekci 5.3, autofi vradé c¢lank( popisovali typické zplsoby pouziti
nékterych nastroji softwaru, jako je tahani objektl (napf. Arzarello et al., 2002) nebo
méreni délek (Olivero, F., & Robutti, O., 2007). Zde se kategoriemi ,pouziti nastroje”
nebudeme zabyvat a misto toho budeme hodnotit akce studentt z hlediska jejich zaméru
— zda pfi pouziti softwaru sledovali néjaky zamér, a pokud ano, jaky. Je to pohled blizky
prezentovanému modelu UTM, tentokrat je vSak rozsifeny na vSechny pozorované akce,
vCetné téch, které nevedly k objevu relevantniho faktu.

Slepé nebo ndhodné prozkoumdvdni se objevuje v pfipadech, kdy subjekt nema zadny
napad a software pouZivd bez zfejmého planu. Typickou ukadzkou jsou akce provedené
studentkou RIRI v rdmci prvni i druhé ulohy. Ta pohybovala rlznymi body konstrukce, ale
nevédéla, co prfesné hleda. Pfi feSeni prvni ulohy pohybovala bodem B, ktery ale mél byt
podle zadani fixni, takZe je pravdépodobné, Ze pfi tomto pohybu nesledovala Zadny
konkrétni zamér. Ve druhé uloze pak oznacila stfed C Thaletovy kruznice nad priimérem
AB a sledovala jeho stopu v zavislosti na pohybu trojuhelniku APB po danych pfimkach.
Zjistila, Ze se stfed pohybuje po kruZnici. Z tohoto faktu bychom feseni problému zifejmé
hledali jenom obtizné. Stejnou otazku, tedy urceni stopy bodu C pti pohybu trojuhelniku
APB, zkoumala studentka XYZ.

Mod slepého prozkoumavani casto spocivd na nécem, co bychom mohli oznadit za
,heuristicky slabou strategii“ (Eysenck, 2008, s. 486). To je strategie, ktera je velmi obecna
a ktera vsobé nemd konkrétni matematicky obsah. Typickym prikladem je zkoumani
specialnich pripadl konstrukce. Studentky RIRI a XYZ v pribéhu fesSeni druhé ulohy
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pohybovaly trojuhelnikem APB tak, aby zaujal rGzné specialni polohy (napfriklad, aby body
APBS tvorily obdélnik nebo aby strana AP trojuhelniku byla totoznd s hledanou
mnoZinou). Studentka XYZ stejny mod vyuzila i v pfipadé treti ulohy, kdy ztotoznila bod P
s body A a C.To ji umoznilo sestrojit hledanou mnoZzinu pfimo, takze se nemusela uchylovat
k nastrojum softwaru, jako jsou Stopa nebo MnozinaBodu.

Heuristické prozkoumdvdani. V pripadé prvni Ulohy se studentky RIRI a XYZ snaZily vyuZzit
mocnosti bodu ke kruZznici. Proto mérily usecky a pocitaly obsahy urcitych obdélnikd, jejichz
obsah reprezentoval pravé mocnost bodu ke kruznici. Mocnost bodu ke kruznici v dané
Uloze ale pouzit neslo. Nicméné tyto studentky nepouzivaly ndstroje softwaru nahodné.
Stejny pfipad nastal u studenta ABC v pfipadé ctvrté ulohy: Ten se na zacdatku snazil
aplikovat Thaletovu vétu, nevédél ale jak a proto prosté zkousel konstruovat kruznice nad
stranami Ctyruhelniku. Ackoli tento postup nikam nevedl a student ho pozdéji (spravné)
opustil, jeho akce byly motivovany heuristickym zamérem, formulovanym predem.

Ze tato strategie mGze vést k vysledkiim, ukazal student ABC v pfipadé druhé ulohy, v niz
se snazil vyuZzit vétu o obvodovych uhlech. Méfil ihly, az narazil na dvojici uhl(, které byly
shodné a konstantni. To ho pfimo dovedlo k fesSeni. | tento student nepouzival nastroje
softwaru UpIné nahodné, ale vedl| ho jisty zamér.

PouZiti softwaru k verifikaci domnének. V téchto pfipadech subjekt formuluje domnénku
na zakladé Uvahy a software mu na ni poskytne odpovéd. V rdmci UTM tedy subjekt provadi
spiSe konstruktivni experimenty neZz mechanickou verifikaci. Tento pfistup bylo moiné
pozorovat u studenta ABC v prvni Uloze (vyuziti Thaletovy véty), ve tfeti Uloze (kruZnice
opsana trojuhelniku PDE prochazi bodem B) a ve ¢tvrté uUloze (rovnobézné ptrimky EF a
GH).

Dodejme, Ze vySe uvedené tfi zplsoby poufZiti softwaru jsou pIné v souladu s UTM. Prestoze
tento model byl vytvofen na zakladé introspekéniho pozorovani autora, byly zminéné tfi
zplUsoby poufZiti softwarovych nastroji pozorovany na studentech. ,Nahodné
prozkoumavani“ odpovida v rdmci UTM bud’ ,,ndhodnému experimentu” nebo ,,vizualnimu
vnimani dynamické konstrukce”. ,Heuristické prozkoumavani“ odpovida , heuristickému
experimentu” a ,pouziti softwaru k verifikaci domnének” odpovida ,konstruktivnimu
experimentu” a , Konstruktivni argumentaci®.

Pozorované zplisoby pouziti softwaru u studentd tedy mlzZeme brat i jako ¢astecné
ovéreni UTM.
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[ Zavéry prace
Prace méla tyto tfi hlavni cile:

e Urcit, zda je pouZiti softwaru pti hledani feseni a dikazu matematického problému
vyznamné efektivnéjsi ve srovndni s prostiedim papir-tuzka.

e Urcit, zda je pomoc softwaru pro studenty dostatecnd, pfipadné jaké prekazky jim
brani v dosazZeni feseni.

e Treti cil mél epistemologickou povahu: Zjistit, zda student musi k objevu hypotéz
v prosttedi softwaru aplikovat svoje znalosti a logiku, nebo zda Ize nastroje softwaru
efektivné pouzit zplsobem, ktery je veden mechanicky a ndhodné, tj. bez jasného
planu studenta.

1) Co setykd prvniho cile, z naseho vzorku je ziejmé, Ze software ve srovnani s klasickym
prostifedim vyznamné napomaha jak k formulaci relevantnich domnének, tak k tvorbé
samotného dlikazu. Ze vzorku 31 studentd, pouze 13 % bylo schopno objevit
netrivialni domnénku bez pomoci softwaru, kdezto s jeho pomoci objevilo nékterou
netrivialni domnénku 45 % student(.

Kompletniho zdGvodnéni nedosahl bez softwaru Zadny student, se softwarem skoro
30 %.

To, Ze software pomaha pfri reseni problém( a hledani domnének, je v souladu
s poznatky, zjisténymi jiz dfive. Jako jejich rozsiteni lze brat skutecnost, zjiSténou
vtomto vyzkumu, totiz Ze studenti diky softwaru byli schopni Castéji zjistit i tzv.
netrividlni fakta®?, na kterd se pfedchozi literatura explicitné nezaméfovala.

2) Otdzku, zda je pomoc softwaru dostatecnd pro vétSinu studentll, ucastnicich se
vyzkumu, musime zodpovédét negativné. V testech, které mély strukturu
odstuprfiované pomoci, pouze 29 % student(l vyresilo problém samostatné, 29 % ho
dokoncilo tehdy, kdyzZ jim byla prozrazena néktera fakta, a 19 % studentl vyresilo
problém, az kdyz jim byly zd({iraznény fakta a teorémy, vztahujici se k reseni. Zbylych
24 % problém nevyresilo ani s touto pomoci.

Studenti, ktefi byli objektem vyzkumu, spliiovali nasledujici kritéria:

— Studovali ucitelstvi matematiky alespon druhym rokem (néktefi ¢tvrtym
rokem).

— Setkali se pfi svém studiu s potfebnymi teorémy.

— Tyto teorémy byly pred vyzkumem zopakovany.

— Z hlediska znamek patfili k praméru az nadpriméru v rocniku. (Zejména
4. experimentu se Ucastnili studenti, ktefi ve svém rocniku patfili
k nejlepsim.)

Byly identifikovany nasledujici problémy, se kterymi se studenti pfi feSeni potykali:

13 Fakta, jejichZ souvislost s Fe$enim problému neni zfejma ze zadani.
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e Na hledanirelevantnich faktl se vyznamné podili predchozi znalosti a davtip
reSitele. Ne kazdy fakt lze jednoduse objevit vizualnim vnimdanim, pfipadné
pouzitim nastroji softwaru vedenymi pouze doménové nezdvislou
heuristikou (slabymi heuristickymi metodami).

e Ani znalost relevantnich fakt(, vztahujicich se k fesSeni, a potfebné teorie,
jesté neimplikuje, Ze student problém vyresi. Tato fakta nemusi stacit na to,
aby subjekt odhalil klicovou myslenku dikazu a vybavil si matematickou
teorii, potfebnou ke zdlvodnéni. Tento pfipad v nasem vyzkumu nastaval
pomérné casto.

Cast studentd ve vyzkumu vyfesila problém teprve tehdy, kdy? jim kromé
téchto faktl byly prozrazeny také teorémy, vztahujici se k reseni.

e Nakonec, ¢ast studentli problém nevyresila navzdory maximalni mozné
napovédé. Mezi hlavni dlvody patfily neschopnost vytvofit deduktivni
fetézec, nedostatky v logickém uvazovani a povrchni znalost matematické
teorie. Nékteré z téchto faktorl lze podstatné zlepSit praxi, jiné — zejména
logické nedostatky — Ize zlepSit obtiznéji pouze v dlouhodobéjsim horizontu.

3) Nakonec bylo zjiSténo, Ze netrividlni fakta Ize spiSe ziskat s pomoci argumentace,
opirajici se o matematickou teorii, pripadné diky nastrojim softwaru, které jsou ale
aplikovany s konkrétnim zamérem. ZpUsob, kdy subjekt pouZiva nastroje nahodné,
bez vhodného planu a se spoléhdanim na prosté vizudlni vnimani, je méné efektivni.
Pokud oznacime prvni zplsob jako konstruktivni objev a druhy jako ndhodny objev,
pak prvni z nich byl zaznamenan v prezentovaném vyzkumu témér dvakrat castéji nez
druhy. Lze proto vyslovit podloZzenou hypotézu'4, Ze mnoha fakta nelze zjistit jinak,
nez za prispéni Uvahy a védomého zaméru. Jedna se o pfipady, kdy subjekt néjakym
zplUsobem predjima to, co nasledné ovéri s pomoci softwaru. Fakta, ktera Ize objevit
nahodné, museji spliovat zna¢né omezujici kritéria. Domnivame se, Ze to jsou takova
fakta, kterd Ize snadno vizualné identifikovat, nejcastéji tehdy, kdyz Ize konstrukci
upravit tahanim objektl na jisty specidlni pripad.

V prabéhu vyzkumu bylo formulovano i nékolik postrannich otazek. Jejich znéni a odpovédi
jesté jednou struéné uvedeme.

Otazka:

Existuje souvislost mezi zplsobem objevu relevantnich fakti a uspésnosti pri reseni
problému?

Odpovéd:

Uspé&3ni studenti objevili 83 % relevantnich faktl konstruktivné, pouze 17 % nahodné.
NeuUspésni studenti objevili pouze 14 % faktl konstruktivné, 20 % ndhodné, 67 % faktl
neobjevili vibec. Studenti, ktefi dosahli reseni, byli Uspésni proto, Ze dokazali pfi praci se
softwarem aplikovat své matematické znalosti a logickou Gvahu. Ti, ktefi problém

14 Kterd by samoziejmé méla byt verifikovana na vét$im vzorku studentd.
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nevyresili, pouzivali nastroje softwaru bud bez zaméru, nebo se zamérem, ktery nesouvisel
s feSenim. To ve vétsiné pfipad( nevedlo k vysledkim.

Otazka:

Jaké jsou pficiny selhdni student( pfi hleddni dukazu, pro¢ pomoc softwaru neni v nékterych
pfipadech dostatecnd?

Odpovéd:
U studentl byly identifikovany tyto obtize:

e Spatny cit pro vybér teorém, které se studenti snazili aplikovat. (Studenti
se snazili aplikovat teorémy, které pouzit neslo.)

e Neodhaleni klicové myslenky, jak dlkaz provést. (Kazdé reSeni vyzaduje
napad a urcitou miru dlvtipu, ktery se vsak, z rGznych davod(, nemusi
dostavit.)

e NezkuSenost s aplikaci teorém( v matematicky béznych situacich. (Povrchni
znalost matematickych teorému ¢asto znamena, Ze je student neni schopen
efektivné pouzit.)

e Neschopnost aplikovat teorém v nestandardni situaci. (V urcitych situacich
je nutny novy pohled, aby bylo moZné rozeznat dobfe zndmé vzory.)

e Nedostatky v logickém uvaZovani. (Logika pomaha identifikovat cile, na
které je Zadouci se pfi feSeni zaméfrit. Pokud student tyto cile neidentifikuje,
Casto v feSeni nijak nepostoupi.)

e Neschopnost vytvofit deduktivni retézec. (K tvorbé deduktivniho fetézce je
nutné vyspélé logické uvazovani a zkusenost. Pokud student postradd obé,
neni schopen dlkaz dokondit ani s velmi velkou napovédou.)

Otdzka:
Jsou mezi zplisobem objevu riznych fakti vyznamné rozdily ?
Odpovéd:

Ano, pfidani kruznice do konstrukce v pfripadé druhé ulohy bylo studenty objeveno
vyhradné s pomoci konstruktivni argumentace, zméreni dvou pravych Ghl v prvni Uloze
bylo také zjisténo v drtivé vétsiné pripadl s pomoci konstruktivni argumentace. Naproti
tomu zméreni Uhlu PSA v pfipadé druhé ulohy bylo vétsSinou zjisténo s pomoci nastroje
tahani, bez konkrétniho zaméru studenta (nahodny objev).

Otazka:
Jakym zplsobem studenti ndstroje DGE obvykle pouZivali?
Odpovéd:

Byly pozorovany tfi zpUsoby pouZiti nastroja:
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e Slepé nebo nahodné prozkoumavani. Subjekt prozkoumdval problém
nahodné nebo s pomoci velice obecnych a heuristicky slabych strategii,
napriklad zkoumal specidlni pfipady konstrukce.

e Heuristické prozkoumdavani. Subjekt sledoval zamér, ktery mél
matematickou podobu. Konkrétni souvislost tohoto zdméru s feSenim vsak
nebyla studentovi zfejma, byla zaloZzena na odhadu nebo hadani. Nékdy tato
strategie vedla k Uspéchu, nékdy k dspéchu nevedla.

e Pouziti softwaru k verifikaci domnének. Student za pomoci argumentace
dospél k domnénce. Ale v dlisledku nezkuSenosti si nebyl jist, Ze je korektni.
Software mu tuto jistotu poskytl.

Tato zjisténi jsou v souladu s UTM, ktery autor vytvofil.

Otdzka:

V ¢em spocivala obvykle pomoc softwaru?

Odpovéd:

Role softwaru u Uspésnych studentl spocivala v téchto faktorech:

e Znalost hledaného fesSeni (trividlni fakt), zprostfedkovana softwarem,
fungovala jako spoustéc pro vybaveni si matematické teorie a pro formulaci
dalSich otazek.

e Software kompenzoval nedostate¢né zkusSenosti studentld pfi aplikaci
matematické teorie.

e Software umoznioval, zejména na zakladé vizualniho vnimani a dynamické
zmény konstrukce, objev nékterych fakt(, které ¢ast student( nepredjimala.

7.1. Dal$i moZné sméry vyzkumu

Zminime alespon tti hlediska, ktera by bylo mozné hloubéji zkoumat a kterd tésné souvisi
s vySe uvedenymi vysledky a vyzkumem.

Prvni hledisko. V této praci studenti fesili specificky druh problém(, které nazyvdme
problémy se spoustécim mechanismem?®®. Ty se vyznaduji tim, Ze obsahuji alespori jeden
trivialni fakt, ktery studenti s pomoci nastrojl softwaru vzdy zjisti. Tak se dostanou do nové
situace a mohou snadnéji formulovat nové otazky. Je otevienym problémem, zda je pomoc
softwaru stejné efektivnii v pfipadé, Ze Uloha nebude obsahovat Zadna trividlni fakta. Jisté
takova situace bude na subjekt klast vétsi naroky. Jak velky ale bude rozdil mezi prostredim
bez softwaru a se softwarem, pokud by studenti fesili tento typ problému? Autor prace se
domniva, Ze tento rozdil bude vyznamny, ale nema Zzadna jednoznacna data, kterd by to
potvrzovala.

15 Pojem ,, problém se spoustécim mechanismem® neni v odborné literatufe zavedeny.
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Druhé hledisko. V ramci ziskanych dat bylo zjisténo, Ze existuji velké rozdily mezi zpGisobem
objevu rlznych faktd. Néktera fakta byla objevena studenty vyhradné s pomoci
konstruktivni argumentace, jind byla zjiSténa s pomoci ndstroji softwaru a bez jakékoliv
podplirné argumentace. Nabizi se otdzka, jaké kritéria musi ,fakt” splnovat, aby ho bylo
mozné objevit ,ndhodné”. Autor prace se domniva, ze takovéto kritérium je jediné: Musi
byt na néj mozné pfijit s pomoci tahani objektl a vizualnim vnimanim. Toto kritérium je
vSak znacné omezujici, napfiklad velikosti Uhll v pfipadé prvni Ulohy ho zfejmé nespliuji.
Na vSechna ostatni fakta je moiné pfijit (ve vétSiné pfipadd) pouze s pomoci néjaké
podplirné Uvahy, ktera objevu faktu predchazeji.

Treti hledisko. Studenti, ktefi se Ucastnili vyzkumu, spliovali nasledujici predpoklady:

— Studovali uditelstvi matematiky alesporn druhym rokem (néktefi ¢tvrtym).
— Setkali se pfi svém studiu s potfebnymi teorémy.

— Tyto teorémy byly pred vyzkumem zopakovany.

— Zhlediska znamek patfili k prdméru az nadprdmeéru v ro¢niku.

Na zakladé tohoto vzorku samostatné diikaz dokoncilo pouze 30 % student(. Vznika otdzka,
jaké predpoklady musi studenti splfovat, aby diikaz dokondili a aby pro né byla asistence
softwaru ptinosem (tzn., aby problém nebyl tak trividlni, Ze by k nému software nebyl
tfeba). Lze predpokladat, Zze pro kazdého studenta existuji jisté meze — pod dolni mezi
student problém vyresi bez asistence softwaru, nad horni mezi vyjde pomoc softwaru
naprazdno. Otdzka je, jak tyto individualni meze u studentl stanovit a jak volit problémy,
jejichz feSeni s pomoci softwaru by pro né byla pfinosem.

7.2. Shrnuti

Tato prace si nekladla za cil odpovédét na otazku, jak lépe ucit tvorbé matematického
dlikazu. Zaméfila se na to, jak studenti vyuZivaji nastroje DGE a jak vyraznou pomoc jim tyto
nastroje poskytuji pfi hledani reseni.

Potvrdilo se, Ze logika a znalosti studenta se podili nejenom na konstrukci diikazu, ale i pfi
samotné praci se softwarem. V jistém smyslu neni role softwaru tak zdsadni, jak by se
mohlo zdat, nebot Uspéch studentl bude stéle zaviset na jejich znalostech a schopnostech
aplikovat teoretické znalosti.

Ne vzdy jsou fakta, ktera software muze poskytnout, dostatecnou napovédou pro to, aby
student vyresil problém. V nasem vyzkumu pfiblizné 20 % student( dokoncilo diikaz teprve
tehdy, kdyZ jim byla prozrazena jak relevantni fakta, vztahujici se k FeSeni, tak teorémy, jaké
maji pouzit. Tito studenti tedy byli schopni nakonec vytvorit spravny dlikaz, ale samotnd
fakta pro né nebyla dostatecnou napovédou pro to, aby odhalili klicovou myslenku a
aplikovali vhodné teoretické poznatky.

Nékteri studenti nebyli schopni vytvofit diikaz ani po velké ndpovédé, kdy znali jak fakta,
tak klicovou teorii. Mezi pficiny patfily nedostatky v logické Uvaze a neschopnost fakta
logicky propojit. Tento jev nastal priblizné ve ¢tvrtiné ze zkoumanych pripadu.
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Nicméné vyzkum ukazal, Ze software skutecné ulehcCuje dosazitelnost feseni: Bez jeho
pomoci problém nevyresil Zadny student, s jeho asistenci bylo zaznamenano Uspésné
feSeni ve 30 % pfipadu. To je sice vyrazny narust, na druhé strané v 70 % pripadl vysla
pomoc softwaru na prazdno.

Lze predpokladat, Ze ucastnici vyzkumu byli co do matematickych znalosti a zkuSenosti dost
vyrovnani, vSichni patfili ke studijnimu nadpriiméru. Napftiklad ¢tvrtého experimentu se
zUcastnili studenti, ktefi v daném ro¢niku patfili k nejlepsim. Pfesto pomoc softwaru stacila
jenom cCasti z nich. Vétsina studentu se potykala s problémy, které nedokazali prekonat ani
s vyuZitim softwaru. Bylo identifikovano nékolik divod(, pro¢ studenti problém nedokazali
vyresit:

— neschopnost aplikovat matematickou teorii

— neschopnost vytvofit deduktivni fetézec

— nedostatky v logickém uvazovani (z faktu A vyvodit fakt B)
— neschopnost odhalit klicovou myslenku

Prvni i druhy faktor Ize vyznamné zlepsit praxi studentd, nicméné aplikace matematické
teorie k feseni tloh se nikdy nestane pouhou rutinou. Eliminace poslednich dvou faktort je
podstatné obtiznéjsi.

Otazkou je, jaké obecné predpoklady musi byt spinény, aby pomoc softwaru byla ve vétsiné
pripadl dostatecna a zaroven aby byla pro studenty prinosem, tj. aby feseni problému
nebylo pro studenty trividlni. Odpovéd na ni nemuze byt jednoducha, nebot souvisi jak se
studenty, tak s predkladanymi problémy.
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Priloha

V prabéhu svého studia resil autor této prace znacné mnozstvi geometrickych problémd,
z nichZ nékteré byly publikovany, jiné ne. V nékterych ulohach byla pomoc dynamického
softwaru zcela klicova, v dalSich spiSe okrajova. V této pfiloze uvadime vybér dvojice
probléma s introspekénim zdznamem jejich feseni.

Cilem je ukdzat, jak se experimentalni vysledky, ziskané s pomoci ndstroji softwaru,
proplétaji s logickou Uvahou fesitele a jeho znalostmi, a jak dochazi k jejich synergii. V sekci
5.1 jsme citovali ¢lanek (Arzarello et al, 2002), ktery do vyzkumu softwaru ve vztahu k reseni
problému zaved| teoretické pojmy ,ascending processes” a ,descending processes”. Prvni

v vev

z nich oznacuje déj, jehoZ tézisté se odehrava v ramci softwaru (hledani hypotéz), druhy
oznacCuje déj, jehoZ tézisté se odehravd v mysli fesitele (formulace hypotéz a jejich
verifikace). Zaznamy zde prezentované tyto procesy nazorné ukazuji, ale na problémech
podstatné tézsich nei téch, uvedenych ve zminéné publikaci. Proces feSeni budeme
interpretovat v ramci UTM, uvedeném v sekci 5.3. O druhém problému bylo pojednavano
v ¢lancich (Blazek, Pech, 2019a), (Blazek, Pech, 2019b) a (Blazek, Pech, 2018). Jeho fesSeni

ma snad i jistou matematickou hodnotu.

1. problém: Role vizualniho vnimani a dynamické zmény konstrukce pri reSeni

NeZ uvedeme samotny problém, vratme se k UTM. Poté, co jsme ho schematicky znazornili
v sekci 5.3, uvedli jsme i nasledujici poznamku:

Sipky predstavuji mozné odpovédi na zdkladni kritéria, podle kterych je klasifikace UTM
vytvorena. VSechny jsou jednosmérné aZ na pripad spojeni bunék ,Vizudlni vnimadni
dynamické konstrukce, hleddni hypotéz“ a ,,Znalosti a logika subjektu”. Vizudlni vnimani je
totiz velice komplexni proces a jeho vystupem nemusi byt formulace hotové hypotézy, ale
miZe pouze vést k jistym indiciim, které, pokud je subjekt zpracuje a vyvodi z nich dusledky,
vedou k formulaci konkrétni domnénky. V takovém pripadé vizudIni vnimdni neni pfimou
pricinou formulace domnénky, pouze slouZi jako podputrny prostfedek a pozadi pro tuto
formulaci. Proto je ve schématu obousmérnd Sipka: jeden smér znaci, Ze subjekt objevi
domnénku primo vizudlnim vnimdnim a druhy, Ze vizudlni vnimdni poskytne jenom
utrZkovité informace, na jejichZ zakladé subjekt s pomoci svych znalosti a logiky formuluje
konkrétni hypotézu.

Tento pfiklad je ilustraci vySe uvedené poznamky: Vizudlni vnimani zde sehralo roli
predevsim jako podplirny prostfedek pro heuristické Gvahy resitele.

Uvodni faze

Takzvand Simson-Wallaceova véta mize byt formulovdna nasledujicim zplsobem:
UvaZzujme trojuhelnik ABC a kruznici k jemu opsanou. Dale uvazujme libovolny bod P
kruZnice k. Ozna¢me H ortocentrum trojuhelnika a P,, P, a P. osové soumérné obrazy bodu
P podle stran a, b, ¢ trojuhelniku. Pak tyto tfi body a ortocentrum H leZi v pfimce, tzv.

vvvvvv

strany trojuhelnika, nikoli osové symetrické obrazy.)
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Simsonova pfimka

Obrazek 69 Simson-Wallaceova véta, pokud uvaZujeme osové symetrické obrazy bodu P.

Vétu zde nebudeme dokazovat, ¢tenar se mlze podivat do ¢lanku (Blazek, Pech, 2016) nebo
publikace (Pech, SkfisSovsky, 2013), pfipadné ji vyhledat na webu.

VysSe uvedeny teorém byl vychozim bodem problémové situace. Subjekt napadla tato
otazka:

Experiment 1: V Simson-Wallaceoveé teorému se mluvi o osové symetrickych bodech podle

stran trojuhelniku. Co kdybychom také uvazovali osové symetrické obrazy Py, Pyg, Pyc
bodu P podle vysek HA, HB, HC trojuhelniku? Co dostaneme? (obr. 70)
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Obrdzek 70 Kruznice uréené body (PygPyaP.), (PyaPucPy) 0 (PycPypP,) prochdzeji vsechny ortocentrem H
trojuhelniku.
Tvrzeni T1: KruZnice k,, uréena body (PygPycP,), prochazi ortocentrem H. Stejné tak

kruznice kj, ur¢end body (PycPyaPp), prochdzi bodem H. Analogicky definovana kruznice,
k. prochdazi bodem H.

Vyse uvedeny experiment byl na pomezi heuristiky a ndhody. Resitele k nému vedla touha
po jisté symetrii, neznal ale Zddné matematické argumenty, které by naznacovaly, jaky
bude vystup experimentu.

NezZ se fesitel pokusil tvrzeni T1 zdGvodnit, napadla ho jesté jedna, obecnéjsi otazka:

Experiment 2 (otevieny, kategorie: , heuristicky experiment®): Co kdybychom upustili od
toho, Zze bod H ma byt ortocentrem trojuhelnika? Co zopakovat prvni experiment
s libovolnym bodem V # H? (obr. 71)
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Obrdzek 71 Obecnéjsi formulace problému

Tvrzeni T2: Necht je dan trojuhelnik ABC a bod V. Necht bod P lezi na kruznici k opsané

trojuhelniku ABC. Oznacme P,, Py, P. osové soumérné obrazy bodu P podle stran a, b, c
trojuhelniku. Dale oznaéme Py 4, Pyg @ Py 0sové soumeérné obrazy bodu P podle prfimek
VA, VB aVC. Paktfi kruznice — k, uréend body (PygPycFP,), kp ur€end body (PycPysPp) a
k. uréena body (Py,PygP.) — prochazeji spolecnym bodem Z. Timto bodem rovnéz
prochdzi Simsonova pfimka (P,, Py, F.).

Resitel proved! je$té jeden experiment, kterym chtél prozkoumat problém detailnéji, ale
pro jehoz dulezitost ani mozny vystup nemél zadné argumenty:

Experiment 3 (otevieny, kategorie: ,nahodny experiment“): Jakou mnoZinu vytvofi
spolecny prisecik kruznic Z, pokud budeme pohybovat bodem P po kruznici k? (obr. 72)
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P, I

Obrdzek 72 MnoZina bodi Z tvofi jistou kruZnici k.
Tvrzeni T3: Pokud pohybujeme bodem P po kruznici k, lezi bod Z vidy na jisté kruZnici k.
Resitel si stanovil dokézat tvrzeni T1, T2 a T3.
Faze dukazu:

Jako prvni krok si feSitel stanovil provést dikaz tvrzeni T2 (kruZnice k,, kj;, a k. a Simsonova
pfimka prochazeji bodem Z).

Jak dokazat, Ze tfi kruznice prochdzeji spoleénym prusecikem? Existuje jedna standardni
strategie, ktera vyuziva teorém o obvodovém uhlu: Pokud na kruZznici zvolime tétivu, pak
ta je vidét ze vSech bodU kruznice pod stejnym (orientovanym) dhlem. Obvodovy uhel
prislusejici tétivé PygPy kruZznice k, je roven £PygP, Py, a plati rovnost orientovanych
uhla 4 Pyg P, Pyc = 4PypZ Py, kde Z je libovolny bod kruznice k,. Pokud bod Z ndlezi vsem
tfem kruznicim, musi také platit 4P, P,Pyy = 4PycZPysy a 4Py4P.Pyg = 4Py4Z Pyp.
Z toho plyne, Ze prasecik Z dvou kruznic (napfiklad k, a k;) ndlezi také treti kruznici k.
pravé tehdy, pokud plati rovnost:

APygP,Pyc + &4PycPyPyy + 8Py sP.Pyg = 4PygZPyc + 4Py ZPyy + APy 4ZPyp
= 4PypZPyp = 0

Pokud dokazeme, Ze plati vztah mezi orientovanymi dhly
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APypPyPyc + &PycPyPyy + 8Py B Pyp = 0, (1)
jsme hotovi.
Dokazat vySe uvedeny vztah ale znamena néjakym zplsobem spocitat uhly, které v ném
figuruji. To by nemuselo byt sloZité v jednom konkrétnim pfipadé, totiz pokud by tyto uhly
byly konstantni a nezdvisely na poloze bodu P na kruZnici k. ReSitel ovéfil tuto hypotézu
s pomoci GeoGebry:
Experiment 3 (uzavieny, kategorie: , konstruktivni experiment“): Uvazujme kruznici k a jeji
tétivu AB. Ddle zvolme vroviné libovolny bod V (na kruZnici nemusi leZet). Zvolme
libovolny bod P kruznice k a sestrojme osové symetrické obrazy P, = P., Py4 a Py bodu

P podle pfimek AB, VA a VB. Je Uhel P, 4P.Pyg konstantni pro libovolnou polohu bodu P
na kruznici? (obr. 73)

Hypotéza se ukdzala jako spravna a tak fesitel dospél k prvnimu tvrzeni:

1. tvrzeni: Uhel P, 4P.P, 5 je konstantni pro libovolné zvoleny bod kruznice k.
Zbyvalo tento uhel spocitat.

Backing — dukaz 1. tvrzeni

Oznacme paty kolmic z bodu P na strany VA, AB a VB jako D, F, E. Pak je ztejmé AEFD =
4Py 4P.Pyp (obr. 73). Dale budeme pocitat s orientovanymi uhly a vyuZijeme faktu, Ze
Ctyruhelniky EFAP a PDFB jsou tétivové:

&Py 4P-Pyg = 4EFD = AEFP + 4PFD = VAP + £PBV = (4BAP + 4PBA) —
(4BAV + 4VBA) = 4BPA — 4BV A (2)

Pokud bod P lezi na kruznici k, je vyraz na pravé strané vySe uvedené rovnosti konstantni,
tim je dlikaz hotov. Rovnost (2) je vSak platna obecné (tzn., plati pro libovolny bod P
roviny).
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Obrdzek 73 Velikost uhlu PygP.Py 4 nezdvisi na poloze bodu P.
Backing — dukaz tvrzeni T2
Do dokazované rovnosti (1) dosadime vyrazy z levé strany rovnice (2) a dostaneme:

ZPypPyPyc + &PycPyPyy + 8Py P Pyp
= 4CPB — 4CVB + 4APC — 4AVC + 4BPA — 4BVA
— (4CPB + 4BPA + 4APC) — (4CVB + 4BVA + £AVC)
=4CPC—-4CVC =0

Timto jsme dokdzali, Ze kruznice k,, k; a k. prochazeji spole¢nym bodem Z. Jako vedlejsi
produkt jsme ziskali jeden dualezZity poznatek: Nikde v dikazu jsme nemuseli vyuZit faktu, ze
bod P ndlezZi opsané kruznici k. To znamena: kruznice k,, k;, a k. se protinaji ve spolecném
bodé i v ptipadé, Zze bod P nenadlezi kruznici k, ale je libovolnym bodem roviny.

2. tvrzeni (konstruktivni argumentace): Méjme trojuhelnik ABC a libovolny bod V roviny.

Pak pro libovolny bod P roviny se kruznice kg, k), a k. protinaji ve spolecném prilseciku Z.
K Uplnému dikazu T2 zbyva dokazat, Ze bodem Z prochazi i Simsonova pfimka.

Je zndmo, Ze primku Ize chapat jako specidlni pfipad kruznice, totiz jako kruZznici, ze které
je vidét dana tétiva pod nulovym orientovanym uhlem. Proto lze pfi dlikazu vyuzit symetrii
— znovu vyuzit jiz dokazané 2. tvrzeni.
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Necht je dan trojuhelnik ABV a jisty bod C roviny. Pak z 2. tvrzeni plyne, Ze kruZnice, které
urcuji osové symetrické obrazy bodu P podle stran trojuhelniki ABC (Simsonova pfimka),
AV C (kruznice k;) a BV C (kruznice k,) maji spoleény prisecik. JelikoZ kruznice k, a k;, maji
dva priseciky (Z a Py¢), musi Simsonova pfimka prochézet jednim z nich. Uvahou, které
opét vychazi ze symetrie, Ize ukdazat, Ze bod Py to byt nemuze, a tak to musi byt bod Z.

Tim je dlikaz T2 hotov.

Nyni se feSitel zaméfil na tvrzeni T3. Bez zfejmého zaméru sestrojil stfedy kruznic k,, k;, a
k. a oznadil je postupné X,, Y}, Z.. Pak vykonal nasledujici

Experiment 4 (otevieny, kategorie: ,,ndahodny experiment®): Jak vypada mnozina bodl X,
pokud pohybujeme bodem P po kruznici k?

Odpovéd: Je to jista kruznice (obr. 74).

Obrdzek 74 MnoZina bodu X, tvori kruZnici.

Pfedchozi vysledek zde nemdme v umyslu zdlvodriovat a ani s naSim cilem pfimo
nesouvisi. Je to vsak stfipek, ktery ved| k otdzce: Nepohybuji se vSechny body P,, P, P.,
Py 4, Pyg, Pyc po kruZnicich? Na nékolika prikladech reSitel ovéfil, Ze tomu tak opravdu je.
Pak ho na zakladé vizudlniho vnimani napadla nasledujici otazka:
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Experiment 5 (ndhodny experiment a vizualni vnimani): Nema trojuhelnik X,Y;,Z. stdle
stejny tvar? Nejsou jeho Uhly konstantni?

Odpovéd: Trojuhelnik X,Y,Z. ma stale stejny tvar pro vSechny polohy bodu P, pouze se
méni jeho velikost a poloha.

Zduvodnit tento fakt neni pfiliS obtizné, |ze ukdzat, Ze mezi orientovanymi Uhly plati
37 .Y, X, = 8Py4PpPyc. Tento fakt uvadime proto, ze slouZil jako motivace pro dalsi
otazku: Pokud je trojuhelnik X, Y3 Z . fixni, pro€ by nemohly byt fixni také trojuhelniky X, Y, Z
nebo X,Z.Z ?

Experiment 6 (uzavieny, kategorie ,heuristicky experiment“): Neni poloha bodu Z

vzhledem k trojuhelniku X,Y;,Z. fixni? Jinymi slovy, neni relativni poloha Z viéi tomuto
trojuhelniku stale stejna?

Tento fakt je mozné ovéfit jednoduse: Staci zméfit uhly X, 2Y,, X,ZZ. a Y, ZZ a sledovat,
zda se méni nebo zUstdvaji konstantni.

Odpoved: Bod Z ma ve vztahu k trojuhelniku X, Y}, Z. stale stejnou polohu.

To vsak vedlo k dalSi otdzce: Pokud je bod Z fixni ve vztahu k trojuhelniku X, Y, Z,, neni také
fixni ve vztahu k trojuhelniku Py 4Pyg Py ? Nema trojuhelnik Py 4Py Py také stile stejny
tvar?

Experiment 7 (uzavieny, kategorie , heuristicky experiment“): Ma trojuhelnik Py4PygPyc
stdle stejny tvar? Neni poloha bodu Z fixni ve vztahu k trojuhelniku Py 4PygPyc ?

3. tvrzeni — Trojuhelnik Py 4 Pyg Py ma stale stejny tvar. Bod Z ma ve vztahu k trojuhelniku
Py 4 Pyp Py stdle stejnou polohu.

Resitel tedy dosel k poznatku, e cely soubor bodt P,, P,, P., Py, Pyg, Pyc @ Z ma stéle
stejny tvar, pouze se méni jeho velikost a poloha. Zaméfil se proto na otdzku, jak presné se
tento tvar méni, pokud pohybujeme bodem P po kruznici. BEéhem pohybu bodu P po
kruznici k ve sméru hodinovych rucicek si povsiml, Ze se cely soubor bodu otaci o stejny,
opacné orientovany uhel kolem bodu V. Na zdkladé vizualniho vnimani feSitel ovéfril
nasledujici hypotézu.

Experiment 8 (heuristicka uvaha a vizualni vnimani): Pokud oto¢ime bodem P o urcity uhel
kolem bodu V, otoci se mnozina bodu P,, Py, P., Pya, Pyg, Pyc a Z kolem bodu V' o stejny
Uhel v opaéném smeéru. To lze oveéfit nasledujicim pokusem: Sestrojime osu Uhlu PVZ.
Pokud je fixni pro vSechny polohy bodu P, je domnénka uvedend vyse (empiricky) pravdiva.

4. tvrzeni: Osa Uhlu PV Z je fixni.

U predchoziho experimentu se zastavme: Fakt, ke kterému tento experiment vedl, byl
objeven zejména na zakladé vizudlniho vnimani subjektu. Jenomze toto vizudlni vnimani
bylo vedeno zcela uréitym zdmérem: Totiz urcit zavislost pohybu pevného ,utvaru”
P,P,P.Py 4Py PycZ na poloze bodu P. Tento zamér se opiral jak o fakta, zjiSténa dfive, tak
o heuristické strategie resitele, v jejichZ ramci hledal ty nejslibnéjsi cesty k fesSeni problému.
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NemUzZeme tedy fici, Ze by 8. experiment byl zaloZen pouze na zakladé vizualniho vnimani
a uz vabec ne nahody.

Experiment 9 (otevieny, kategorie ,heuristicky experiment“): Subjekt sestrojil kruznici
opsanou trojuhelniku Py 4 PygPyc. K provedeni toho experimentu ho vedla obecna uvaha:
VSechny kruznice, ur¢ené tfemi vyznamnymi body konstrukce, prochdzely jesté dalSim
vyznamnym bodem konstrukce. Co Ize v tomto sméru fici o kruznici (Py4PygPyc)?

5. tvrzeni — Ctyiuhelniku PPy, Py 5 Py |ze opsat kruznici.

Backing — dukaz tvrzeni T3

Experimentdlni faze skoncila. Nyni mél subjekt dostatek informaci, aby dokazal tvrzeni T3.
Vsechny nasledujici uvahy se vztahuji k obrazku 75.

P,

Obrdzek 75 Dukaz tvrzeni T3
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Nejdrive subjekt zdGvodnil 5. tvrzeni.
Didkaz 5. tvrzeni:

JelikoZ bod P, je obrazem bodu P v osové soumérnosti pfimky VB, plati |P,gV| = |PV]|.
Stejné dospéjeme k rovnostem |PV| = |P,,V| a |PV| = |Py-V|. Dokazali jsme tak, Ze
ctyrahelniku PPy 4Py Py |ze opsat kruznici a k tomu, Ze bod V je stfedem této kruznice.

Dukaz 3. tvrzeni:

Nejdfive dokazeme, ze trojuhelnik Py4PypPyc ma stale stejny tvar. Zacnéme otazkou:
V jakém vztahu jsou body Py, a Pyg? Bod Py, dostaneme tak, Ze sestrojime osové
soumérny obraz bodu Py podle pfimky VB (dostaneme bod P) a na ten opét aplikujeme
osovou soumeérnost, tentokrat podle pfimky VA. To ale znamen3, Ze plati vztah

4P, ,VPyp = 2+ 4AVB (3)

Vyraz na pravé strané je konstantni. Vyraz na levé strané je stfedovy uUhel kruznice, opsané
trojuhelniku Py 4Py Pyc. Proto je obvodovy uhel Py 4Py Pyp také konstantni.

Analogicky dospéjeme ke konstantnosti UhlG APy ,PygPyc @ £PygPysPyc. Dokdzali jsme
tak, ze uhly trojuhelniku Py 4Py Py se neméni a ten ma tedy stejny tvar.

Nyni se zaméfime na druhou ¢ast 3. tvrzeni: bod Z ma ve vztahu k trojuhelniku Py 4Py Py
stdle stejnou polohu.

Z dljkazu tVrzeni T2 Vllme, ie l:lhly APVBZPVC = APVBPaPVC' APVCZPWl = APVCPDPVAI
4Py ,ZPyp = 4Py, P.Pyp jsou konstantni. Témito Uhly je vSak bod Z v roviné trojuhelniku
Py 4Py Pyc jednoznalné uréen, proto ma vici tomuto trojuhelniku stale stejnou polohu.

Dukaz 4. tvrzeni:

V predchozim tvrzeni jsme dospéli k faktu, Ze bod Z ma v(ci trojuhelniku Py 4Py Py stale
stejnou polohu. Tu samou vlastnost ma ale bod V: Dokazali jsme, Ze je stfedem kruznice
opsané trojuhelniku Py 4 Pyg Py . Z toho plyne, Ze (napfiklad) uhel ZV P, = « je konstantni.
Z konstrukce je zfejmé, Ze osa uhlu P,gVP je pfimka VB. Proto osa uhlu ZVP musi svirat
s pfimkou VB uhel /2 a je tedy fixni.

Duikaz tvrzeni T3 je uz primocary.
JelikoZ jsou body V a Z fixni ve vztahu k trojuhelniku Py 4Py Py, plati

vl _
PVl

kde K je konstanta.

Jelikoz bod V je sttedem kruznice opsané ¢tyfuhelniku PPy 4Pyg Py, plati |PygV| = |PV] a
tedy

1zv]
|PV|
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Jelikoz je osa Uhlu ZVP rovnéz fixni (svira s prfimkou VB konstantni uUhel), existuje
jednoduchad konstrukce bodu Z, pokud je dan bod P:

e Sestrojime osové symetricky obraz P bodu P podle fixni osy uhlu ZVP (kterou
muUzZeme predem zkonstruovat)

e Na bod P’ aplikujeme stejnolehlost se stftedem V a koeficientem K. Dostaneme
bod Z.

Jelikoz se bod P pohybuje po kruznici k, musi se bod Z pohybovat po kruznici k,, ktera je
obrazem k v zobrazeni, které vznikne sloZzenim dvou vyse uvedenych transformaci. Tim je
dlikaz T3 hotov.

Zbyva dukaz tvrzeni T1. To je specialni pfipad T2, pfi jehoz dlkazu jsme vysli z rovnosti (2):
APypZPyc = 4Py P, Py = 4CPB — 4CVB
ZPycZPyy = 8PycPyPyy = 2APC — 4AVC
4Py ZPyg = 4Py P.Pyg = 4BPA — ABVA

Nyni chceme dokazat, Zze pokud V = H (kde H je ortocentrum trojuhelniku), pak Z = H.
Chceme tedy dokazat, Zze pokud

£PypP,Pyc = 4CPB — ACHB
&PycPyPya = AAPC — AAHC
£PyaP.Pys = ABPA — ABHA
pak
4PypHPyc = 4PypPaPuc
APycHPyy = 4PycPpPyy
4Py HPyp = 4PypFPPyp

Prvni tfi rovnosti jsou dokdzané v ramci tvrzeni T2 (vztah (2)). Jelikoz je bod P j bodem
kruznice k opsané trojuhelniku, mizZzeme tyto rovnosti prepsat do tvaru

APHBPCIPHC == ACAB - ACHB
é'PHCPbPHA = AABC - A-AHC
£PyaP.Pyg = 4BCA — 4BHA

Nyni se zaméfime na druhé tfi rovnosti. Na zakladé vztahu (3), ktery jsme odvodili v ramci
dlikazu T3, plati

2 ABHC == APHBHPHC
2 - é-CHA = é'PHCHPHA
2 AAHB == APHAHPHB
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K dikazu T1 tedy staci, pokud jsou platné rovnosti

2-4BHC = 4CAB — 4CHB
2-4CHA = 4ABC — 4AHC
2-3AHB = 4BCA — 4BHA

Dokazeme prvni z nich, dikaz zbylych dvou by byl stejny:

2-4BHC = 4CAB — 4CHB < 4BHC = 4CAB < 4BHC + 4BAC =0

JelikoZz pracujeme s orientovanymi uhly, je posledni rovnost pravdiva, nebot soudet
orientovanych hodnot téchto uhld je bud 0° nebo 180°.

Zavér k 1. problému

Uvedeme jesté par pozndmek k pomoci, kterou software resiteli poskytl.

V pribéhu dikazu T2 spocivala role softwaru ve verifikaci hypotézy. Jak bylo
ukdzano, resitel se pti snaze dokazat vztah (1) uchylil k neurcité hypotéze , pokud
by mél byt tento vztah snadno dokazatelny, mél by byt jisty uhel konstantni”. Poté,
co se ukazala tato hypotéza pravdivd, se uz reSitel obeSel bez softwaru. Je
pravdépodobné, Ze by resitel dokdzal T2 i bez této verifikace, prosté by se svou
domnénku pokusil zdlvodnit logickymi argumenty. Pfesto by neméla byt role
verifikace podcenovana. Jakmile resitel zjisti, Ze ma pravdu, doda mu to sebedlivéru
a muZe se zcela soustfedit na jasné definovany cil. Ziska jistotu, kterou by jinak
nemél. Navic pfipady, kdy subjekt zjisti, Ze jeho domnénka neni pravdiva, nejsou tak
vzacné. Sice je pravdépodobné, Ze i vtéchto ptipadech by na chybu ve své
domnénce pfisel, ale trvalo by mu to podstatné déle. Lze tedy fici: verifikace
softwaru vyznamné setfi cas, protoze subjekt béhem chvilky zjisti, na co se zamérit
nebo ¢im se naopak nezabyvat. Provést stejnd rozhodnuti bez softwaru vyZaduje
mnohondsobné vice ¢asu.

Pti dlikazu T3 sehral software mnohondasobné vétsi roli. Tvrzeni tfi az pét byla
objevena vdUsledku experimentli, pro které mél subjekt bud heuristické
argumenty, nebo se opiraly o vizualni vnimani dynamické konstrukce. Zatimco paté
tvrzeni by fesitel pravdépodobné objevil i bez softwaru, treti a ¢tvrté ne nebo
s velkymi obtizemi. Konkrétné treti tvrzeni bylo objeveno na zakladé heuristickych
argumentll, tém ale predchazela série tfi experimentl, které byly zaloZeny na
slepém prozkoumavani problému (ndhodny experiment), vizuadlnim vnimani
dynamické konstrukce a heuristické Uvaze. Tyto predchozi experimenty pfimo
nesouvisely s feSenim problému, pouze motivovaly subjekt k otazkdm, které ho
postupné dovedly k tém spravnym experimentim. Proto, ackoli za objevem tretiho
tvrzeni stdla heuristickd uvaha, této tvaze predchdzel dlouhy prizkum problému,
ktery se opiral o vizudIni vnimdni dynamické konstrukce a ndhodu. Nelze proto objev
tohoto tvrzeni oddélit od predchoziho prizkumu, byt vysledky tohoto prizkumu
bezprostredné nesouvisely s resenim problému.
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Ctvrté tvrzeni bylo objeveno zejména na zakladé vizudlniho vnimani dynamické
konstrukce, rozhodné ale nelze fici, Ze by toto pozorovani bylo provadéno nahodné
a bez planu. Za prvé, objevené tvrzeni by bylo velmi obtizné vibec vzit do Uvahy bez
znalosti tfetiho tvrzeni. Za druhé, subjekt pozorovani provadél se zcela jasnym
zdmérem — urdit zavislost pohybu mnoziny bod(l na pohybu bodu P. Resitel tedy
provedl selekci — sledoval zcela konkrétni rys konstrukce a ten poté dokazal
matematicky identifikovat.

Je to ukdzka, Ze znalosti a strategie subjektu tvofi optiku, kterou se subjekt diva na
konstrukci, a které nelze oddélit od pozorovacich dovednosti subjektu. Zopakujme
jesté jednou citaci ze strany 72:

»,Observing is not just gazing at a geometric configuration. It means also looking
for specific objects or relations in accordance the observers solving strategy,
conceptual understanding, knowledge base and experience. “

(Magajna, 2017)

2. problém: ,,Focal curve“ a efektivita heuristickych experimentu

Nasledujici ukazka demonstruje, Ze mnoho vlastnosti konstrukce Ize uhddnout na zakladé
heuristickych argumentl. Subjekt zacal zkoumat urcitou konstrukci v softwaru a vSiml si
jistého detailu. Tento detail stal na pocatku série experiment(, které slouzily k verifikaci
hypotéz, pro jejichz platnost mél fesitel pouze heuristické argumenty. Ty se opiraly o odhad
a o viru, Ze vlastnosti konstrukce maji v sobé jednoduchost a symetrii. Znalosti subjektu
také hraly jistou roli, stejné jako jeho zkusSenosti. Sila heuristickych argumentl je vétsi,
pokud se opira o zkuSenosti a znalosti subjektu.

Poznatky o zde uvedeném problému byly publikovany v ¢lancich (Blazek, Pech, 2019) a
(Blazek, Pech, 2018).

Uvodni faze:

V rdmci predchoziho problému jsme uvedli Simson-Wallaceovu vétu. Rekli jsme, 7e osové
symetrické obrazy P,, P, a P, bodu P podle stran a, b, c daného trojuhelniku lezi v pfimce
pravé tehdy, kdyz bod P lezi na kruznici opsané danému trojuhelniku.

Tuto vétu lze preformulovat nasledujicim zplsobem: MnoZina ohnisek P vSech parabol,
které jsou te¢né ke stranam daného trojuhelniku ABC, je kruZnice opsand trojuhelniku
ABC.

Pfirozené vznika otazka: Pro¢ neuvaZzovat ohniska i jinych kuzelosecek? Hyperbol a elips?
K tomu, aby byl jakykoli bod ohniskem kuzelosecky, te¢né k danym primkam, je nutné a
staci, aby paty kolmic, spusténé z tohoto bodu na dané primky, leZzely na kruznici (nebo
pfimce v ptipadé paraboly). Je zfejmé, Ze v pripadé trojuhelniku tuto podminku spliuje
kazdy bod roviny (tfemi body vzdy prochazi pfimka nebo kruznice) a tak vySe polozend
otdzka neni v tomto pfipadé zajimava. Co zopakovat otazku pro obecny étyrahelnik? Jak
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vypada mnoZina ohnisek vSech kuZelosecek, které jsou tecné ke stranam daného
Ctyruhelniku?

Obecny problém: UvaZujte libovolny ¢tyfuhelnik ABCD a urcete kfivku, kterou tvofi
ohniska kuZelosecek, k niZ jsou strany ctyfuhelniku te¢né.

Problém je moZné analyticky vyreSit v GeoGebre. Narysujeme ctyfuhelnik ABCD,
sestrojime libovolny bod F;, zkonstruujeme paty kolmic spusténé z tohoto bodu na strany
Ctyruhelniku a zaddme prikaz:
RovniceMnozinyBodu(JsouNaKruznici( K,L,M,N ),F; ). Zobrazi se nam kfivka
tretiho stupné, kterd prochazi vsemi pruaseciky primek, které tvori ctyruhelnik (viz
nasledujici obrazek).

Rovnice MnozinyBodu(JsouNaKruznici(K,L,M,N ), F;)

Obrdzek 76 MnoZina ohnisek kuZelosecek (vyznacenych Cervené), které jsou tecné ke strandm daného
Ctyruhelniku ABCD. Jednd se o krivku tretiho stupné, kterd prochdzi vsemi priiseciky stran Ctyfuhelniku.

Dostaneme také rovnici této kfivky. Ta mulzZe vypadat, v zavislosti na poloze bod(
Ctyfuhelniku v kartézské roviné, také takto:

2x3 — 11x2%y + 2xy? — 11y3 + 27x% + 30xy + 59y? — 124x — 155y + 211 =0

Pri pohledu na tuto rovnici upouta kazdého zkusenéjsiho fesitele rovnost dvou paru
koeficientll. V GeoGebre Ize lehce ovéfit, Ze tato rovnost je viastni kazdé kfivce, bez ohledu
na to, jaky zvolime ¢étyruhelnik. Dostali jsme se tak k zadani problému:

Zadadni:

Prozkoumejte vlastnosti ,ohniskové krivky” K a pokuste se je zdGvodnit. ZdGvodnéte, proc
ma analyticka rovnice krivky dva pary koeficientl totozné.

227



Prizkum problému:

Resitel zpoc¢atku nevédél, co hledat. Zformuloval nasledujici obecnou otazku: Jaky je vztah
mezi ohnisky F;, F,, které nalezi stejné kuzeloseéce? Narysoval do konstrukce tec¢nou elipsu
a obé jeji ohniska (obr. 77):

Obrdzek 77 Elipsa te¢nd ke strandm Ctyruhelniku. Konstrukce druhého ohniska kuZelosecky je mozné provést
ndsledovné: sestrojime osové soumérné obrazy bodu F; podle tfi libovolnych stran ctyfuhelniku. Pak stred
kruZnice, kterd je témito tfemi body urcena, je druhé ohnisko F,.

Pohyboval ohniskem F; a sledoval pfitom pohyb ohniska F,. VSiml si, Ze pokud ztotoznil
ohnisko F; s bodem A, bylo ohnisko F, totoiné s bodem C. Pokud ztotoZnil ohnisko F;
s bodem D, ohnisko F, bylo identické s bodem B. Ackoli reSitel nedospél okamzité k zadné
hypotéze, tento fakt byl pro dalsi prlizkum tak zdsadni, Ze ho vypiSeme:

Experiment E: Pokud ztotoZnime jedno ohnisko s prlsecikem dvou pfimek, bude se druhé
ohnisko nachazet v prlseciku zbylych dvou pfimek.

Na zakladé vyse uvedeného experimentu resitele napadla Uvaha: Pokud pary prlsecik(
pfimek (A a C, D a B, E a F) mlZeme chapat jako dvojice ohnisek na dané kfivce, pak
z hlediska symetrie by bylo hezké (cozZ je samoziejmé nematematické vyjadreni), kdyby tyto
pary meély v definici kfivky stejnou vahu jako jakakoli jind dvojice ohnisek F;, F,. Pokud ale
body A a C, a D a B maji stejnou vahu jako jakakoli jina dvojice ohnisek F;, F, a P;, P,, pak
by Ctyruhelnik, uréeny vrcholy F; P, F, P,, mél generovat stejnou ohniskovou kfivku K jako
¢tyfuhelnik ABCD. Resitel tak dospél k hypotéze, ktera byla z&asti zaloZena na faktu
vypozorovaném v experimentu E a z¢asti se opirala o heuristickou Uvahu - viru v symetrii
problému:

Hypotéza H1: Uvaziujme ctyfuhelnik ABCD, jeho ohniskovou kfivku K a tfi pary ohnisek
F,F, PP, a G.G,, kde kazdy par ndlezi k jakékoliv kuZelosecce, teclné
k pfimkam ctyfuhelniku ABCD. Pak ¢tyrfuhelnik F, P, F,P, urCuje stejnou kfivku K jako
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ABCD. Navic zachovava vztahy mezi ohnisky. Tedy pokud dvojice ohnisek G;G, nalezi
kuZelosecce, ktera je te€na ke stranam ctyruhelniku ABCD, pak stejna dvojice bodl G, G,
predstavuje ohniska (jiné) kuZzelosecky, ktera je tecna ke stranam ctyrfuhelniku F, P, F, P,.

K tomu, aby tuto hypotézu resitel podpofil deduktivnimi argumenty, jesté nemél dostatek
znalosti o kfivce, proto se ji snazil potvrdit s pomoci nastroji softwaru. Nabizi se pfimocara
cesta, jak to udélat: sestrojit libovolny ctyfuhelnik F;P;F,P, a analyticky spocitat krivku
uréenou timto ¢tyfuhelnikem. Pokud by tato kfivka byla totozna s tou, kterou jsme ziskali
v predchozi fazi, byli bychom hotovi. Tento postup je vSak vypocetné narocny, resitel si ale
myslel, Ze jinym zplsobem to udélat nelze. Poté, co zkonstruoval ¢tyfuhelnik F; P; F, P,, ale
zjistil, Ze pocitat rovnici ,nové” kfivky K neni ani nutné.

Experiment 1 (uzavfeny, kategorie: ,heuristicky experiment“): Resitel sestrojil libovolny
Ctyfahelnik F; P, F, P, a zjistil, Ze zbylé dva prlseciky pfimek ctyfuhelniku se protinaji na

V7%

krivce K. To je vSak vlastnost, kterou ma i ,,zakladni” ¢tyfuhelnik ABCD. Proto je velice
pravdépodobné, Ze hypotéza H1 je pravdiva (viz obr. 78).

Obrdzek 78 Pruseciky stran ctyruhelniku Fy P, F, P, se protinaji na kfivce K. Proto je velice pravdépodobné, Ze
tento Ctyruhelnik uréuje stejnou krivku K, jako ¢tyruhelnik ABCD.

Pfedchozi experiment byl uzavieny, nebot resitel chtél s jeho pomoci potvrdit konkrétni
hypotézu. Zaroven byl heuristicky, nebot tato hypotéza byla zaloZzena na obecnych
argumentech (vira v symetrii problému).

Ddle resitele dovedla Uvaha, zaloZzena na tzv. Ponceletové teorému. Tento teorém zde
uvedeme v plném znéni, ale bez dikazu (detaily napf. Ostermann, Wanner, 2012).
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Poncelettiv teorém

Méjme libovolnou kuZelosecku c s ohnisky F;F, a bod D. Necht je bod D takovy, Ze z ného
Ize vést k c dvé teCny t; a t,. Pak plati rovnost uhlt <t,DF, = «t,DF,. (obr. 79)

Pokud bychom poutZili orientované uhly, jsou vySe uvedené uhly stejné velké ale opacné
orientované. Cela situace je znazornéna na nasledujicim obrazku.

Obrdzek 79 Ponceleti teorém.

Uvaha Fesitele byla nasledujici: Podle Ponceletova teorému je osa uhlu F;DF, totoZna
s osou Uhlu ADC (pfimky AD a DC jsou te¢né ke kuzelosecce), osa uhlu ADC je ale pevn3,
proto je pevna i osa Uhlu F; DF, bez ohledu na to, jakou dvojici ohnisek F; F, zvolime. Nyni
uvazujme dalsi libovolnou dvojici ohnisek P;P,. Podle H1 existuje kuzelosecka s ohnisky
F, F,, ktera je te¢na ke ¢tyfuhelniku AP, CP,. Podle Ponceletova teorému je osa uhlu F; P; F,
totozna s osou uhlu AP;C. Ta ale na volbé ohnisek F; F, nezavisi. Proto je osa uhlu F; P, F,
pevna bez ohledu na to, jakou dvojici ohnisek F; F, zvolime.

Hypotéza H2: Uvazujme libovolny bod P; € K a dvojici ohnisek (F;F,) € K. Pak osa uhld
F, P, F, je pevna, bez ohledu na to, jakou dvojici (F; F;) zvolime.

Experiment 2 (uzavfeny, kategorie: , konstruktivni experiment“): Reitel ovéfil hypotézu
H2.

Pfedchozi experiment byl uzavieny (byla testovana konkrétni hypotéza) a konstruktivni (byl
podporen konkrétnimi matematickymi argumenty).

Nyni feSitele napadla otazka: Neni mezi useckami F; P; a P; F, jeSté néjaky vztah, nez jenom
ten, Ze maji pevnou osu? Neni naptiklad soucin jejich délek cislo, které je konstantni pro
libovolnou dvojici ohnisek (F; F,)?

230



Experiment 3 (uzavieny, kategorie: ,heuristicky experiment“): Resitel vyndasobil délky
Usecek |F; P;| a |F,P;| a ménil polohu ohnisek F; F, (pohyboval jednim ohniskem, druhé se
pohybovalo v zavislosti na ném). Zjistil, Ze se soucin délek nezachovava.

Tohle byl priklad experimentu, ktery nedopadl tak, jak subjekt doufal. Resitel se viak vyse
poloZenou otazkou zabyval ddle, musel ji ale pozménit. Pohyboval ohnisky P; P, a vSiml si,
e v uréité poloze bodu P; bod P, ,zmizi z obrazovky”. ReSitel v&dél, co to znamena:
kuZelosecka se pro tuto polohu bodu P; stava parabolou a druhé ohnisko se nachazi na ose
paraboly ,v nekonec¢nu”. Védél i jak tento bod zkonstruovat pfimo, bez znalosti kfivky K.

Miqueliiv bod Etyruhelniku

Paty kolmic, spusténé z Miquelova bodu na (prodlouZené) strany ctyruhelniku, leZi v pfimce.
Lze ukazat, Ze kaZdy ctyfuhelnik, ktery neni rovnobéznikem, ma prdvé jeden Miqueltv bod.
Lze ho také definovat tak, Ze je to ohnisko paraboly, kterd je tecnd ke strandm Ctyruhelniku.
(viz obr. 80).

Nejjednodussi zplsob konstrukce spocivd na aplikaci Simson-Wallaceovy véty. Na jejim
zakladé Ize zdlGvodnit, Ze Miquellv bod je spolecnym prisecikem libovolnych dvou kruznic
z mnoziny {(ECD), (EAB), (BCF), (ADF)}

Miquellv bod budeme znacit M;, druhé, nevlastni ohnisko, které pfislusi tecné parabole,
budeme znacit M,, Par ohnisek (M;, M) naleZi jedné kuzelosecce (parabole) stejné jako
kterykoli jiny par ohnisek (F; F,).

Resitele napadla otazka: Nedlo by cely pfedchozi experiment provést specialné pro bod M;?
Jeho charakter se lisi od ostatnich ohnisek, a tak by mohl mit vlastnost, kterou jind ohniska
nemaji.

Experiment 4 (uzavieny, kategorie: ,heuristicky experiment“): Resitel vyndasobil délky
usecek |F; M;| a |F,M;| a ménil polohu ohnisek F; F, (jednim pohyboval, druhé bylo zavislé).
Zjistil, Ze se soucin délek zachovava. Tento soucin oznacil S.
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Obrdzek 80 Miqueliiv bod je ohniskem paraboly, kterd je tecnd ke ctyruhelniku ABCD. KaZdy ctyruhelnik ma
nejvyse jeden Miqueliiv bod.

Hypotéza H3: Pro libovolnou dvojici ohnisek (F; F,) € K plati |F;M;| - |F,M;| = S, kde S je
Cislo, nezavislé na volbé dvojice (F; F,).

Empiricky ovérend hypotéza H3 v sobé nese urcitou nesymetrii: Pro¢ je tento soucin
konstantni v pfipadé M; a nikoli v pfipadé libovolného bodu P;? Neslo by najit néjakou
obecnéjsi vlastnost, ktera by byla vlastni vSem ohniskim P; € K a z niz by H3 plynula jako
specidlni pfipad?

Experiment 5 (uzavieny, kategorie: , heuristicky experiment“): Resitel sestrojil kuzelose&ku

s ohnisky (F;F,) a hledal néjaky vztah, ve kterém by vystupoval bod D a ktery by se
zachovdval (bod D je moZné, pokud bychom pfijali platnost H1, povaZovat za libovolné
ohnisko P; kfivky K). Jak plyne z experimentu 3, soucin |F;D| - |F,D| se nezachovéva. Co
vSak do hledaného vztahu zapojit i druhé ohnisko, které pfislusi k bodu D — tedy bod B?
Resitel utvofil vyraz

|F,D| - |F,D| _
|F,B|- |F,B] "

a zjistil, Ze se zachovava. Tedy pro libovolnou volbu (F; F,) je Vj konstantni.
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Obrdzek 81 Cislo V;, je konstantou pro libovolnou volbu dvojice F; F,

Dopél tak nasledujici hypotéze
Hypotéza H4: Necht jsou dany ohniska (P;P,) € K, pak vyraz

|F1Py| - |F, Py _
|F1P2| ' |F2P2| P

je konstantni pro libovolnou dvojici (F;F,) € K.

Nakonec resitel proved| posledni experiment.

Experiment 5 (otevieny, kategorie: ,nahodny experiment“): Resitel graficky zobrazil

mnoZinu stfedl vSech kuZelosecek, které jsou tecné ke Ctyruhelniku ABCD (tzn. stied(
useCek F F,). Zjistil, Ze je to pfimka, kterd je rovnobéina s osou te¢né paraboly.

Hypotéza H5: Mnozina stfed(l kuZelosecek je pfimka, kterd je rovnobézna s osou paraboly
(obr. 82).
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Obrdzek 82 MnoZina stred( kuZelosecek tvori pfimku, kterd je rovnobéZnd s osou tecné paraboly.

Faze zduvodnéni hypotéz:

Resitel si nyni stanovil dokdzat viechny hypotézy H1 aZ H5 a soucasné s tim dokdzat, pro¢
analyticka rovnice K vypadd tak zvlastné. Zacal krokem, ktery se neopiral fakta,
vypozorovana s pomoci softwaru, ale vychazel z Cisté dedukce. Dokazal nasledujici vétu:

Véta V1

Bod F; je ohnisko kuZelosecky, ktera je teCna ke ctyfuhelniku ABCD praveé tehdy, kdyz jsou
z tohoto bodu vidét protéjsi strany ctyrihelniku pod stejnym orientovanym uhlem.
Zapsano symbolicky: <AF,D +«<CF,B=0 ¢ F; €K.

Dikaz V1

Vyjdeme z predpokladu: Pokud je F; ohnisko kuZelosecky, ktera je tecna k danému
Ctyruhelniku, lezi paty K, L, M, N kolmic spusténych z bodu F; na strany AB,BC,CD, DA,
na kruZnici k. Z toho faktu dokazeme V1. Budeme pocitat s orientovanymi ahly. Vsechny
nasledujici vahy se vztahuji k obrazku 83.

Podle véty o obvodovych Uhlech plati <NML = «<NKL.
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Obradzek 83 K diikazu, Ze protéjsi strany ctyriuhelniku AD a CB je z ohniska tecné kuZelosecky vidét pod
stejnym orientovanym uhlem.

Zaroven
INML = <NMF, + <F;ML = ¥NDF; + <F,;CL (1)

Rovnost (1) plyne z véty o obvodovych uhlech a faktu, Ze ¢tyfuhelniky NDMF, a F;MCL
jsou tétivové.

Analogicky dospéjeme k rovnosti <NKL = ¥NAF, + <F; BL. Plati tedy nasledujici
rovnosti:

ZAF,D = 4F,AN + «<NDF, = (XLKN + «F,BL) + (&NML + <LCF,)
= «F,BL + <LCF,

V Upravé jsme vwvyuZili vlastnosti orientovanych uhlG (napf. <F;AN = —«NAF;) a
predpokladu <NML = ¥NKL = —<«LKN. Dospéli jsme tak k rovnosti <AF;D = ¥F,BL +
LLCF, = «BF,C. Zapsano jinak:

XAF,;D + «CF,;B = 0 mod 180°, (2)
coz je znéni V1. (Opacnd implikace je zaloZena na reverzibilité vySe uvedenych krokd.)

S dikazem této véty byl schopen fesitel dokazat, pro¢ ma rovnice kfivky zvlastni formu.

Rovnice krivky K

Spocitame rovnici kfivky nikoli s pomoci kartézskych souradnic, ale v komplexni roviné.
Necht jsou soufadnice bodt A,B,C,D postupné [aq,a,],[bs, b, [c1,c3] a [dy,d;].
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Pfitadime témto souradnicim komplexni Cisla, které oznacime stejné jako body, které
reprezentuji, tedy

[al, az] - a1 + iaz = A, [bll bz] 4 b1 + lbz = B atd
Pak vyraz (F; — C) - (F; — B) je komplexni Cislo, jehoZ argument je uhel <BF,C.

Stejné tak vyraz (F; — A) - (F; — D) je komplexni ¢islo, jehoz argument je velikost Ghlu
DF,A.

Rovnost (2) Fika, Ze argument komplexniho Cisla (F; —A) - (F;, —B) - (F;, —C) - (F; — D)
je nula nebo 180 stupnid, jinymi slovy je to realné Cislo. JelikoZz imaginarni slozka tohoto
Cisla je nulova, plati:
m{(F, = A)-(F, =B)- (F, =€) (F, = D)} =0 (3)
Pokud budeme znacit body hledané kfivky jako X = x + iy, dostaneme
Im{(X—A4)-X—-B)-X-C)-(X-D)}=0
Po vypsani imagindarni slozky vySe uvedeného vyrazu dostaneme rovnici:
y3 RefA—B+C—D}+x?y-Re{A-B+C—-D}—xIm{A+B+C+D}—y%
-Im{A+B+C+D}+x?* - Im{CD +BC+BA+DA+AC + BD} + y*
-Im{CD + BC + BA+ DA — AC — BD} + 2xy - Re{BD — AC} — x
-Im{BCD + ABD + BAC + DAC} + y - Re{ACD + ACB — BDC — BDA}
+ Im{ABCD} =0
Zrovnice je zfejmé, Ze koeficienty u y3 a x2y jsou shodné. Stejné tak jsou shodné

koeficienty u x3 a y2x. Jeden z cilG byl dosaZen.

Je pravdou, Ze v pfedchozi fazi se pomoc softwaru omezila pouze na vymezeni problému a
nikoli na jeho feeni, to se véak pozdé&ji zménilo. Resitel si vytkl za cil dokdzat hypotézu H1.
PFi tom vyuzil pfimo nebo nepfimo vétsinu hypotéz, které objevil.

Véta V2 (hypotéza H1)

Ctytuhelnik F;P,F,P, uréuje stejnou kfivku K jako pdvodni &tyfdhelnik ABCD. Navic
zachovdva vztahy mezi ohnisky, tedy dvojice ohnisek GG, ktera naleZela ktecné
kuZelosecce v pfipadé ctyfuhelniku ABCD, nalezi k tecné kuZeloselce v pripadé
ctyrahelniku F; Py F, P, .

Duakaz V2

Nejdfive zvolime vhodnou strategii. Dokazeme, Ze véta V2 je pravdivd v pfipadé, Ze
¢tyruhelnik ABCD nahradime ¢tyfihelnikem BF,;DF,. Symbolicky zapsano K(ABCD) =
K(BF,DF,). Pak budeme hotovi, protoZe analogicky dlkaz by ukdzal, Ze plati
K(BF,DF,) = K(P,F,P,F,).

NeZ se pustime do samotného dlkazu, uvedeme jedno dulezité lemma
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Lemma 1: Jsou-li body (F; F,) ohniska kuZelosecky, kterd tecna ke ¢tyrahelniku ABCD, pak
jsou body (BD) ohniska kuZelosecky, kterd je te¢nd ke Ctyfuhelniku AF,CF,. Zapsdno
symbolicky

(F,F,) € K(ABCD) < (BD) € K(AF,CF,)

Obradzek 84 K dikazu Lemmatu 1, vyuZiti Ponceletova teorému

Dukaz Lemmatu 1: Z véty V1 plyne, Ze bod D je ohniskem kuZelosecky, kterd je tecna ke
Ctyfuhelniku AF;CF,, pravé tehdy, kdyzZ plati «xADF; + <CDF, = 0. To je viak dUsledek
Ponceletova teorému, ktery jsme uvedli v predchozi fazi (nebot pfimky AD a CD jsou tecny
ke kuZzelosecce s ohnisky F; F,). Stejny zavér odvodime v pfipadé bodu B. Zbyva dokazat,
Ze body (DB) patfi ke stejné kuZeloseéce. Ktomu je nutna — opét podle Ponceletova
teorému — platnost vztahl «F;AD = «<BAF,, <F,CD = 4BCF,.

Tyto rovnosti vsak plynou z predpoklad(i a Ponceletova teorému, jenom s tim rozdilem, Ze
neuvazujeme bod D ¢tyrahelniku, ale body A a C. Dikaz lemmatu je kompletni.

Uvazujme tedy ctyfuhelnik BF;DF, a libovolnou dvojici ohnisek G;G,, takovych, Ze
(G1G,) € K(ABCD). Pokud dokaZzeme, Ze pak nutné je (G,G,) € K(BF,DF,), jsme hotovi.
(Opacna implikace by se provedla stejnym postupem, jaky vyuzijeme v tomto pripadé.) Pak
bude V2 dokazana.

Nejdfive uvedeme jedno pozorovani: Z bodu D jsou protéjsi strany ¢tyfuhelniku F; G, F, G,
vidét pod stejnym orientovanym Uhlem. (I tento dikaz vychazi z Ponceletova teorému.) To
ale znamena, Ze bod D je ohniskem kuZzelosecky, ktera je te¢na ke ctyfuhelniku F; G, F,G,.
K analogickému zavéru dospéjeme v pfipadé bodu B. Zda se, Zze bychom mohli duikaz
dokoncit nasledovné:

Body (BD) jsou ohniska kuZelosecky, kterd je tecnd ke ctyruhelniku F,G,F,G,. Podle
Lemmatu 1 jsou tedy body (G,G,) ohniska kuZelosecky, tecné ke ctyruhelniku BF;DF,, a
dukaz je hotov.
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Predchozi Uvaha je spravna, ale opomnéla zdivodnit jeden dileZity detail: Vime, Ze body B
a D jsou ohniska kuzelosecek, které jsou tecné ke Ctyfuhelniku F; G, F,G,, ale nedokazali
jsme, Ze nalezi ke stejné kuzelosedce. Dokud toto nezdivodnime, nebude dikaz kompletni.

K dUkazu tohoto faktu pristoupime oklikou: Nejdfive zdivodnime specidlni pfipad hypotézy
H4. Dokazeme, Ze plati

|FiD| - |F,D| _
|F,B|- |F,B] "

kde V, je konstanta a Fj, F, je libovolna dvojice ohnisek (F;F,) € K. (Podotknéme, Ze
hypotéza H4 byla mnohem obecnéjsi, tykala jakéhokoli bodu kiivky P; + D, B, A, C.)

Lemma 2 Pro libovolnou dvojici ohnisek (F; F,) € K(ABCD) plati

|F\D|-|F,D| _|AD|-|CD| _
|F\B|-|F,B| ~ |AB|-|CB] ~ P

Dikaz Lemmatu 2: Uvahy se vztahuji k obrazku 84. S pomoci sinové véty postupné
upravime levou stranu vySe uvedené rovnice:

|FiD| . |F,D] |AD| _ |DC]
|FiD|-|F;D| _sina sin«DCF, sin¥AF,D sin«DF,C
|F1B| ' |FzB| |F1B| . |FzB| |BC| |AB|

sinXF,CB sina sin<BF,C sin<BF,A

JelikoZ podle véty V1 je sin ¥AF;D = sin<BF,C, sin<DF,C = sin«<BF,A, plati:

|AD| _ |DC]
sin<AF;D sinDF,C _|AD|-|CD| _
|IBC|  |ABl " |AB|-|cB] P

sin<xBF;C sin<BF,A
Tim je dGkaz hotov.
Uvedeny dikaz Ize snadno zopakovat pro libovolny vrchol ¢tyfuhelniku.

Podle Lemmatu 1 jsou body B, D ohniska kuzelosecky, ktera je tec¢nd k ¢tyruhelniku
AF,CF,, tedy (BD) € K(AF,CF,). Podle Lemmatu 2 plati:

|BFy| - |DF;|  |AF,|-|CFy]

|BF2| ’ |DF2| |AF2| ) |CF2|

Vyse uvedenou rovnici pfepiSeme do tvaru

|BF;|"|DF1| _ |BF,|'|DF,]
|AF|"|CFy] |AF,|-|CF,|

(4)

ZdUraznéme, Ze vySe uvedeny vztah plati pro libovolnou dvojici bodl (F;F,) € K(ABCD).
Nyni opét prejdeme ke komplexnim cisldm. V dasledku dokazaného vztahu (3) plati:

|BF1|'|DF1|_(Fl_B)'(Fl_D)

o |AF1| ’ |CF1| (F1_A)'(F1_C)'
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jinymi slovy, vyraz na pravé strané je realné Cislo. Lze ukazat, Ze at uZ je argument tohoto
vyrazu 180° (vyraz je zdporny) nebo O (vyraz je kladny), druhé ohnisko F, ma stejny
argument. Tento fakt nebudeme dokazovat, ale plyne z néj dllezity dusledek. JelikoZ jsou
argumenty stejné pro obé ohniska, miZzeme rovnici (4) napsat jako rovnost vyrazd,
slozenych z komplexnich Cisel. Pro libovolnou dvojici (F; F,) € K(ABCD) plati

(F1—B)-(F,—D) _ (F,—B)-(F,—D)
(F1—A):(F1—C) (F,—A)-(F,-0C)

(5)

Lemma 3. UvaZiujme komplexni rovinu. Pokud ohnisko F; naleZi K(ABCD), pak existuje
jediny bod v roviné F, # F;, ktery splfiuje rovnici (5), a ten je druhym ohniskem tecné
kuZelosecky, ke které nalezi ohnisko Fj.

Dukaz. Uvazujme rovnici

(FF-B)-(F,-D) (X-B)-(X-D)
(F=4)-(F,=0 (X-4)-X-0)

kde X je komplexni nezndm3, vSechny ostatni hodnoty jsou dany. Je zfejmé, Ze se jednd o
kvadratickou rovnici s komplexnimi koeficienty. Ze vztahu (5) plyne, Ze jeden koren je X =
F,, kde F, je druhé ohnisko kuZelosecky. Dale je zfejmé, Ze kofen X = F, také vyhovuje.
Zadné jiné fedeni tato rovnice nemiize mit. Tim je ddikaz hotov.

Nyni se vratme k dGkazu V2. Jiz vime, Zze B € K(F,G,F,G,) a D € K(F,G,F,G;). Chceme
dokdzat, Ze tyto body nalezi ke stejné kuzelosecce. Podle Lemmatu 3 je tomu tak tehdy, a
pouze tehdy, pokud plati:

(B—F1)(B—F;) _ (D—-F,)(D—F;)
(B—G1)(B—G3) (D—G1)'(D-Gy)

(6)

Jelikoz (BD) € K(AF,CF,) a (BD) € K(AG,CG,), podle (5) plati:
(B—-F) (B—-F) _ (D—-F)-(D-F)
(B—A4)-(B-0C) (D-A)-(D-0C)
(B-A)-(B-C) (D—-A4)-(D-C)
(B—=G)-(B—G;) (D—Gy) (D—Gy)

Vynasobenim levych a pravych stran dvou vySe uvedenych rovnosti dostaneme vztah (6).
Dokazali jsme tedy, Ze plati (BD) € K(G,F,G,F,). Podle véty V1 pak plati (G,G,) €
K(BF,DF,) adukaz véty V2 (hypotézy H1) je hotov.

Zduvodnéni dalSich hypotéz jiz neni tak obtizné.

Dukaz hypotézy H2

UvaZzujme pary ohnisek (F;F,) € K(ABCD) a (P,P,) € K(ABCD). Pak, podle V2 je
(F,F,) € K(AP,CP,) a tedy, podle Ponceletova teorému, je osa uhlu F; P, F, stejna, jako
osa Uhlu AP; C, kterd v3ak na volbé ohnisek (F; F,) nezavisi. Tato osa je tedy spole¢na viem
dvojicim (Fi F,).
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Dikaz hypotézy H3

V souladu s ozna¢enim, zavedenym vyse, ohniska tecné paraboly jsou M; (Miqueliv bod
¢tyfuhelniku) a nevlastni ohnisko M. Podle V2 plati pro libovolnou dvojici (F;F,) €
K(ABCD) a (P,P,) € K(ABCD), ze (Mi,M,,) € K(F,P,F,P,), podle (5) plati:

(Mi—Fy) - (Mi — F,) . (Mo, — F1) " (Mo, — F,)
(Mi—P)-(Mi—P,) (Mo —Py): (Mo — Py)’

Na zakladé limitnich Uvah je vSak zfejmé, Ze prava strana této rovnice je rovna jedné,
proto

(Mi—F1)'(Mi—F2):(Mi—Pl)'(Mi—Pz),

coz je dokonce silnéjsi tvrzeni, nez jsme chtéli dokazat (pokud jsou si dvé komplexni Cisla
rovna, jsou si rovny jak jejich absolutni hodnoty — toho se tykala H3 — tak argumenty).

Dukaz hypotézy H4

Chceme dokazat pro dané (P, P,) € K(ABCD) a libovolné zvolené (F;F,) € K(ABCD), ze
vyraz

|F1Py| - |FoPy | _
|Fy Py | - |F2 Pyl h

je konstantou.
V ramci lemmatu 2 jsme dokazali, Ze pokud (F;F,) € K(ABCD), pak

|F,D|-|F,D| _|AD|-|CD| _
|F,B|-|F,B| ~ |AB|-|cB| ~—

V dlsledku V2 je viak (F; F,) € K(AP;CP,), proto

|F1Py| - |FoPy | _ |AP;| - |CP;y] _
|FLPy| - |FyPy| — |APy| - |CPy| — TPV

a konstanta Vp, nezavisi na volbé dvojice (F;F;). Tim je diikaz hotov.

Dikaz hypotézy H5

Vramci H2 jsme dokazali, Ze osa libovolného uhlu F;P;F, nezavisi na volbé ohnisek
(F1F,) € K(ABCD). Na zakladé limitnich Uvah se muZeme ptat, jak vypada osa ,uhlu“
F;MF,. Je mozné fici:

e Tato osa je podle H2 pevnd, spolecna viem ohniskdim (F; F,)

o Jelikoz bod M, je nevlastnim bodem — bodem ktery je nekoneéné daleko — musi
tato osa prochazet stfedem S Usecky F; F,.

e JelikoZz bod M, je nevlastnim bodem osy paraboly, musi byt osa ,uhlu“ F; MF,
rovnobéznd s osou paraboly.
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Tato primka stredll kuZelosecek je znama, jedna se o tzv. Gaussovu primku (nékdy také
Newton-Gaussovu). Standardni syntetické zdlvodnéni, proc se jedna o pfimku, je zaloZeno
na prostredcich projektivni geometrie. Zdlvodnéni zde prezentované neni rigordzni
(pouzivat pojem limity ve vySe uvedené souvislosti je problematické), ale mohlo by
predstavovat novy pohled na tuto problematiku.

Jednu vlastnost, kterd se tyka tecen ke kfivce K v daném bodé, jsme zde neuvedli. Ctena¥,
kterého by zajimala, m(ize nahlédnout do ¢lanku (Blazek, Pech, 2019).

Zavér ke 2. problému

Ctyfi z péti hypotéz, které fesitel nakonec dokazal, byly objeveny na zdkladé uvahy
(heuristické ve trech pripadech a v jednom pfipadé konstruktivni). Zdalo by se tedy, Ze
software slouzil hlavné k verifikaci hypotéz a k rychlejsSimu rozhodovani, co je spravné a co
ma smysl dokazovat. Tento pohled by byl vSak zavadéjici. Jako prvni totiz resitel proved|
experiment E. Jeho bezprostfednim vystupem nebyla Zadna hypotéza, ale stal se
podkladem, ktery ¢astecné prispél k formulaci H1. Po jejim potvrzeni uz software fungoval
hlavné jako sktifka, ktera na vSechny uzaviené otazky odpovidala ano — ne. Je to opét
ukazka toho, Ze ne vidy k objevu domnénky vede pouze néjaka Uvaha nebo pouze vizuaini
vnimani.

Tento pfriklad byl ilustraci také toho, Ze objev relevantnich hypotéz je pouze jednou ¢asti.
Jejich diikaz mlze byt jesté hodné slozity.
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